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Fisica, palabra proveniente del griego que significa naturaleza, es el
vocablo que empleamos para designar el estudio de los fenémenos
naturales. Su estudio nos permite hurgar los misterios del mundo
en que vivimos con la intencién de descifrar su funcionamiento.
Podemos decir que “la fisica es una ciencia cuyo objetivo es estu-
diar los componentes de la materia y sus interacciones mutuas. En
funcién de estas interacciones el cientifico explica las propiedades
de la materia en conjunto, asi como los otros fenémenos que ob-
servamos en la naturaleza”.!

Con el fin de lograr sus metas, la fisica —al igual que las cien-
cias naturales, puras o aplicadas— depende de la observacién y de
la experimentacién. Mientras que la observacion consiste en el exa-
men cuidadoso y critico de un fenémeno, donde el observador
identifica, mide y analiza los diversos factores y circunstancias que
influyen en dicho fenémeno, la experimentacion, en cambio, no es
mas que la observacién de un fenémeno en condiciones cuidado-
samente controladas (y por supuesto, previamente organizadas
y planeadas) que permiten al experimentador la revelacién de la
forma en que éstas afectan al proceso. Para experimentar es ne-
cesario efectuar cuantificaciones, es decir, debemos medir.? Sin la
experimentacién y la medicién, la ciencia moderna jamas habria
logrado los avances actuales; por esta razén los laboratorios son
tan importantes para el desarrollo de la ciencia.

Ahora bien, por medicién significamos la manera en que pro-
cedemos para cuantificar nuestra experiencia buscando describir y/o ex-
plicar objetivamente el mundo que nos rodea; en el caso de las ciencias
naturales, tal experiencia proviene no nada mas de la intuicién,
sino de la interaccién que tenemos con el medio ambiente. Lord
Kelvin lo expres6 sucintamente al decir que “cuando uno puede
medir aquello de lo que estd hablando y expresarlo en nimeros,
sabe algo acerca de ello; pero cuando no puede medirlo, cuando no

1 Alonso, M. & Finn, E. J. [1967]; Fisica, Vol. I; Ed. Addison-Wesley Iberoamericana.
México, 1986. p. 2.

2 Leay Burke enfatizan la necesidad de medir en la vida cotidiana, pues “Una actividad
practica y comun es medir cosas. Para comprar la cantidad de madera suficiente para
construir una perrera, o para llegar a tiempo a la clase, necesitas mediciones précticas
delongitud y tiempo.” Lea, S. & Burke, J. R. [1998]; Fisica. La naturaleza de las cosas. Vol.
I; International Thomson Editores. S. A. de C. V. México, 1999, p. 22.
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puede expresarlo en niimeros, su conocimiento es escaso e insa-
tisfactorio: podra ser un principio de conocimiento, pero escasa-
mente ha avanzado su conocimiento a la etapa de una ciencia”.?
Aunque tal afirmacién pudiera parecer exagerada, lo cierto es que
las mediciones son la columna vertebral de la experimentacion;
sin el conocimiento y adecuado manejo de las mediciones, dificil-
mente el hombre habria alcanzado el conocimiento que hoy posee
del mundo natural que le rodea. De una manera sencilla, podemos
redefinir méas precisamente la medicién como el proceso mediante el
cual asignamos un nimero a una propiedad (o cualidad) fisica de cual-
quier objeto (o conjunto de objetos) con propdsitos de comparacion.* No
obstante, tengamos presente que cuando medimos e informamos
los resultados de la medicién, lo que en verdad reportamos es que
las medidas no son ntimeros exactos, sino que implicitamente ha-
blamos de intervalos dentro de los cuales tenemos confianza de
que encontraremos el valor esperado; dicho de otra manera, la
medicién consiste en una muestra del conjunto de observaciones
posibles que podemos llevar a cabo dentro de un intervalo seleccio-
nado. Debe subrayarse que el acto de medir exige determinar tanto
la localizacién como la anchura o tamario del intervalo, y para ello,
utilizamos lo méas escrupulosamente posible la percepcién visual;
Baird lo ejemplifica con toda sencillez al decir:

Si le doy a alguien el cuaderno en el que escribo esto y le
pido que mida su longitud con una regla, la respuesta es
invariable: la longitud del cuaderno es de 29.5 cm. Pero esa
respuesta nos debe hacer pensar: jen realidad se nos pide
que creamos que la longitud del cuaderno es de exactamente
29.50000000....... cm? Seguro que no; es claro que esa afir-
macién esta fuera de los limites de la credibilidad. Entonces,
;como vamos a interpretar el resultado? Un momento de
reflexién en presencia del cuaderno y de una regla nos hara
darnos cuenta de que, lejos de determinar el valor “correcto”
o “exacto”, lo tinico que podemos hacer en forma realista es
acercarnos al borde del cuaderno sobre la escala, diciéndonos
conforme avanzamos: “;Puedo asegurar que el resultado es
menos de 30 cm?, jmenos de 29.9 cm?, ;menos de 29.8 cm?”.
La respuesta a cada una de estas preguntas indudablemente
serd “Si”. Pero conforme avancemos sobre la escala, llegare-
mos a un punto en el cual ya no podremos dar con confianza
la misma respuesta. En ese punto debemos detenernos, y de
ese modo identificamos un extremo del intervalo que se con-
vertird en nuestro valor medido. De manera semejante po-
driamos acercarnos al borde del cuaderno por abajo, pregun-
tandonos a cada paso: “;Estoy seguro de que el resultado es
mayor de 29.0 cm? ;29.1 cm?”, y asi sucesivamente. Una vez
més debemos de llegar a un valor en el cual nos tendremos
que detener, porque ya no podremos decir con seguridad que

3 En: Baird, D. C. [1988]; Experimentacion. Una introduccion a la teoria de mediciones y al
disefio de experimentos; Ed. Prentice Hall Hispanoamericana, S. A. México, 1991, p. 8.

4  ;Se imagina el lector las enormes ventajas que esto representa? Piense si pudieran
cuantificarse conceptos fundamentales del ser humano como el amor, labondad, labelleza
o la justicia; seria algo interesante y digno de ver; quiza esto influiria positivamente en
nuestras relaciones afectivas y ayudaria a resolver con mayor prontitud y eficacia algunos
dilemas morales.
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el resultado es mayor. Mediante la combinacién de estos dos
procesos identificamos un intervalo sobre la escala. Ese es el
intervalo mds pequerio que, hasta donde podemos estar seguros,
contiene el valor deseado; sin embargo, no sabemos en qué punto
del intervalo estd ese valor. Esta es la tinica consecuencia rea-
lista del proceso de medicién. No podemos esperar resultados
exactos y tendremos que contentarnos con medidas que toman la
forma de intervalos.

Del ejemplo anterior se desprende que no existen reglas
absolutas para determinar la longitud del intervalo, y que la ex-
tension de éste depende de algunos de los factores involucrados
en el proceso de medicién, tales como: tipo de medicién, nivel de
precisién deseado, tamario de la escala, destreza y/o habilidad del
experimentador, agudeza visual, e incluso las condiciones ambien-
tales (por ejemplo: humedad, iluminacién, temperatura), etc.; asi,
es palpable entonces por qué cada situacién experimental debe
evaluarse minuciosamente y de manera individual.

Asimismo, en el ambito experimental, la teoria de errores
asume un rol estelar, considerdndosele un elemento esencial e im-
prescindible de magnitud tal que todo proceso que involucre me-
diciones y/o manejo de datos —con su consecuente reporte— debe
acompaiiarse con su respectivo error. Esto nos obliga a introducir
técnicas y métodos que permitan tratar los datos de una manera
rapida, eficiente y cuidadosa, buscando sentar bases objetivas y fir-
mes que garanticen un mayor grado de veracidad y confiabilidad;
esto es, a la par, requisito y aspiracién, y es que “cuando una ciencia
se desarrolla y llega a su madurez, sus experimentos tienden a ha-
cerse més exactos y/o elaborados [...] En las fronteras de una rama
en desarrollo (ciencia nuclear o espacial, por ejemplo), es posible y
necesaria por un lado, una alta precisién y por otro, puede ser un
gran obstaculo el obtener un valor confiable en un 100% o en un
cierto orden de magnitud”.®

Asi, con intencién de simplificar y agilizar el andlisis de los
errores inherentes a todo proceso de medicién o de captura de da-
tos de una sesién experimental (principalmente en un laborato-
rio), damos aqui una breve introduccién a la teoria de errores.”

5  Op.cit., Baird, D. C., p. 9. (Las cursivas son mias).

6 Meiners, H. F, Eppenstein, W. & Moore, K. H.; Experimentos de Fisica; Ed. Limusa. México,
1980. p. 14.

7  Este documento se pensé como apoyo para alumnos que cursan el laboratorio de Fisica en
2° 6 3 semestre de una carrera de ingenieria o licenciatura y que cursan simultdneamente
la materia de Célculo Diferencial e Integral, de ahi la precariedad de contenidos y rigor en
el tratamiento de los temas. El lector interesado en manejar estos temas apropiadamente
y con mayor profundidad puede acudir a: Canales Ramos, J.; Manual de Experimentacion;
Departamento de Fisica de la Facultad de Ciencias, UNAM México. 1985.
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Introduccién El manejo de la teoria de errores en el &mbito experimental es su-

mamente importante, pues son las mediciones, y su consecuente
error asociado, quienes nos permiten cuantificar el acontecer na-
tural y validar con ello predicciones tedricas, ademds de propor-
cionarnos certezas y objetividad acerca de lo que cuantificamos.
En este capitulo, daremos una introduccién de los conceptos mas
elementales asociados con el proceso de medida.

2.1 Errores experimentales

De entre los muchos actores involucrados en todo proceso de me-
dicién destaca el ser humano, pues ademds de observador y ejecu-
tor de las mediciones, es el beneficiario de los resultados obtenidos;
precisamente, es a partir de los datos recolectados y su consecuen-
te andlisis de donde el cientifico obtiene informacién valiosa que
le permite crear modelos matematicos y teorias para describir —o
explicar, como aspiracién méxima- el funcionamiento del mundo
natural.

Antes de entrar de lleno a los conceptos y términos usados
en la experimentacién, retomemos por un instante el ejemplo don-
de se desea medir la longitud [ de un cuaderno (ver paginas 12 y
13). Supéngase que el experimentador anuncia escuetamente que
la lectura resulté ser: [ = 29.5 cm (I representa lo largo del cuader-
no que, asumimos, es uniforme); entonces, tal y como se sefialé
lineas arriba, el usuario de tal informacién debe asumir que el valor
numérico asignado a la variable [ puede provenir de una medida
Unica, o bien, de un conjunto de n repeticiones; es decir: implicita-
mente se admite que la lectura reportada, [ = 29.5 cm, no consiste
s6lo de un nimero sino que, ticitamente, asumimos que es un dato
del conjunto de observaciones, por lo que este dato es sujeto de
variabilidad estadistica, dado que en su lectura influyeron la pre-
cisién del instrumental empleado en la medicidn, las caracteristi-
cas personales propias del experimentador y la manera en que se
desarrollé el proceso de medida, entre muchos otros factores que
afectan la medicién. Naturalmente, surgen las interrogantes: ;in-
fluyen decisivamente tales factores en la medicién? ;Esto condu-
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ce a errores de la medida? ;Puede atenuarse su efecto? ;Podemos
confiar en una medida de tal naturaleza? La respuesta a todas estas
cuestiones es afirmativa.

Para minimizar la aparicién de los multiples errores en la me-
dida y con afdn de aumentar la confiabilidad de las lecturas (o datos),
se han definido conceptos como el de incertidumbre de la medida, que
permite “juzgar la calidad del proceso de medicién”;! y el limite del
error o error de escala, por ser una cantidad inherente al instrumento
de medida y ser “el limite residual dentro del cual el fabricante garan-
tiza que se produciran los errores”;? andlogamente, se han impuesto
criterios como el de las cifras significativas y el redondeo (de la medida),
consistentes en precisar qué cantidad de digitos deseamos que apa-
rezcan en la estimacién de la medida pues

...tanto el namero de cifras significativas como la incertidum-
bre dicen algo acerca de nuestra estimacién del resultado [...]
Segiin vayamos mejorando la calidad de nuestros instrumen-
tos de medicién y la sofisticacién de nuestras técnicas, podre-
mos llevar a cabo experimentos a niveles de precisién siem-
pre mas elevados; esto es, podremos extender los resultados
medidos a mds y mas cifras significativas y correspondiente-
mente reducir la incertidumbre experimental del resultado.?

Es importante resaltar la trascendencia en la experimentacién
-y en general, en cualquier resultado que se obtenga mediante opera-
ciones aritmeéticas o calculos matematicos— de las cifras significativas y
el redondeo, por ser de los primeros elementos en que fijamos nuestra
atencién a la hora de efectuar mediciones; y es que las cifras signifi-
cativas son aquellos digitos susceptibles de ser comprobados por la
precisién de un instrumento de medida y a quienes atribuimos la con-
fiabilidad de la medida efectuada con ese instrumento, es decir, las
cifras significativas son el primer gran indicador, y depositario, del
grado de confianza que tenemos al obtener el valor de una medi-
da empleando dicho instrumento, en tanto que las cifras estimadas
(0 redondeo) son atribucién exclusiva de quien realiza la medicién,
puesto que la magnitud de éstas s6lo depende del criterio del expe-
rimentador, por ser quien realiza la lectura.

Para ilustrar esto, supongamos que deseamos medir el espe-
sor t de una tabla de madera utilizando como instrumento de me-
dicién una regleta de plastico graduada en mm; cuando sobrepone-
mos la regleta a la tabla, notamos que el espesor se encuentra entre
1.8y 1.9 cm, es decir: 1.8 cm < t < 1.9 cm. Al estimar la distancia
entre 0.8 y 0.9 cm, decidimos que el espesor es, aproximadamente,
1.85 cm (vea la Figura 1.a). Sin embargo, cuando medimos t con un
vernier, cuya precisién es de 0.1 mm (= 0.01 cm), ajustamos el va-
lor del dato de medida, puesto que la nueva lectura para [ arroja un
valor aproximado de 1.845 cm, donde el digito 5 se ha estimado por
la distancia entre las marcas 0.04 cm y 0.05 cm (vea la Figura 1.b).
Es evidente entonces, que a mayor precisién del instrumento de me-
dida, mayor verosimilitud y confianza tenemos en el dato colectado,

1 Baird, D. Cop. cit., p. 11.

Meiners, et al., p. 20.

3 Resnick, R., Halliday, D. & Krane, K. S.; Fisica, Vol. I. 4% Edicién; CECSA. México, 1996, p. 8.
Se recomienda la lectura de §1.6, para una mayor comprensién y manejo 6ptimo de las
cifras significativas.

N
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Figura 1. Medicion directa de una caja con instrumentos de diferente precision.

(a) Con una regleta de plastico graduada en mm. (b) Con un vernier graduado

en décimas de mm. Note la diferencia en las lecturas.

Cuadro 1. Tipos de medida

dado que se reduce el ntumero de cifras estimadas. En sentido inver-
so, las cifras significativas permiten inferir qué precisién tiene el ins-
trumento empleado para medir. Asi, si inicamente leyéramos que t=
1.845 cm para el espesor de la tabla, inmediatamente colegiriamos
que ésta pudo ser medida con un vernier o con un tornillo micromé-
trico, pues ambos poseen una precisién de 0.01 cm o mas.

Ahora bien, un buen experimentador, amén de antelar qué
tipos de medida involucra la medicién, debe detallar la cantidad
conveniente de cifras significativas para una medicién confiable y
relacionarla con la incertidumbre o error de escala asociada a los ins-
trumentos de medida; para medir, se cuenta con dos posibilidades:

Directa. Se hacen comparaciones directas con una unidad de medida
estandar (ejemplo: medir la longitud de un lapiz).

Indirecta. Se emplean instrumentos de medida que indican variaciones de
una cualidad determinada en la medicién (v. g., la dilatacién
del mercurio en un termémetro analégico). Muchas veces
son resultado de calculos obtenidos a partir de valores que
provienen de mediciones directas (ejemplo: obtencién del
radio de la Tierra).

Del cuadro anterior, y de lo que hemos expuesto previamen-
te, es inmediato intuir que efectuar una medida es muy facil, siendo
evidente que la Unica exigencia para medir es ser cuidadosos y or-
ganizados (no se requieren dotes experimentales tinicas o excepcio-
nales; todos somos, potencialmente, buenos experimentadores);
aun asi, y para reducir al maximo el riesgo del subjetivismo que esto
conlleva, la ciencia —sobre todo en el 4&mbito de las ciencias experi-
mentales— ha implementado técnicas y métodos que proporcionan
un valor més fidedigno al dato que emana de la medida y que, a su
vez, permiten estimar mejor las incertidumbres finales involucra-
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das en el proceso experimental: las imputables al experimentador,*
y las debidas a diversos factores que influyen en el experimento,®
pues repercuten en el resultado final de la medicién (es recomen-
dable prever qué tipo de variables e incertidumbres afectan la me-
dicién, cémo controlarlas y cémo cuantificarlas, con la finalidad de
minimizar el efecto neto del error en la incertidumbre final); afor-
tunadamente, esto lo logramos mediante un buen disefio experi-
mental y mediante el uso de la estadistica.

La mayor parte de las incertidumbres que afectan el desen-
volvimiento normal de un experimento las agrupamos en:®

Tienen diferentes causas; se corrigen o minimizan al prever
el comportamiento del proceso experimental. Las perturba-
ciones que causan influyen con el mismo valor numérico en

Errores . .
. . todos los valores de una variable experimental; v. g.: errores
sistematicos L. . .
teéricos; errores ambientales; errores instrumentales (como
los errores de calibracién y limite de escala), y los errores de
observacién (como los errores de juicio o de paralaje).
Son la suma de perturbaciones individuales pequetias y
B fluctuantes. Estan presentes ain cuando se han reduci-
rrores .. . s
o do o eliminado los errores sistematicos. Estos errores se
Estocésticos,

caracterizan porque mediciones repetidas de una variable

aleatorios o .
experimental se encuentran alrededor de un valor central.

accidentales . ) s .
Se aplican métodos estadisticos para determinar su mag-
nitud.
Se introducen algunas veces para describir errores siste-
maticos remanentes pero indeterminados, presentes o
Errores . < : ;
. insospechados después de haber realizado las correcciones
residuales

posibles. Generalmente se incluyen dentro de los errores
estocasticos para su anélisis.

Tabla I. Tipos de incertidumbre

Es claro, entonces, que todo experimento presenta alguno de
estos errores, lo que obliga que cada variable experimental tenga
asociados un error sistematico y otro estocastico; la combinacién
de ambos errores proporciona el error neto o incertidumbre de la va-
riable.

4 Muchas de ellas son caracteristicas inseparables del sujeto, en tanto que otras pueden de-
berse a manias, trucos, o posturas inadecuadas que se presentan, consciente o inconscien-
temente, a la hora de medir. Como ejemplo de estas ultimas podriamos sefialar: cerrar un
0jo para ver si coincide determinada linea de la cinta métrica con la frontera o el borde de
un objeto a medir, o bien, inclinarnos —o ladear la cabeza- para tener una mejor perspecti-
va de c6mo estan las cosas y tomar una “mejor” lectura, etc.

5 Canales R. contempla algunos imponderables que sin duda afectan el proceso de
medicién, de entre los que descuellan: las condiciones del material de medicién y del
objeto a medir, la descalibracion inadvertida del instrumental (de medicién), o actos
aparentemente nimios, tales como los movimientos accidentales a la hora de tomar una
lectura, etc. (Canales Ramos, op. cit.)

6  Meiners et al., y Canales op. cit.
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Buscando cuantificar estos errores, veamos con mas detalle:

Los errores sistematicos

Adquieren el mismo valor en una variable experimental y se aso-
cian a los instrumentos; son errores que permanecen constantes a
lo largo del proceso de medicién. A este tipo de errores pertenecen,
tal como se sefiald en la Tabla I, los errores tedricos; los errores am-
bientales; los errores instrumentales, por ejemplo: errores de cali-
bracién y de escala, entre otros; y los errores de observacién tales
como: errores de juicio o de paralaje.

a)

b)

19)

Los errores tedricos son, practicamente, inmediatos, pudien-
do decirse que: se refieren a las expresiones o relaciones de
indole matematica que aparecen en el disefio y calibracién
del instrumental de medida o en la determinacién de medi-
ciones indirectas. Suelen pasarse por alto, o tolerarse, con la
intencién de facilitar el uso de ecuaciones aproximadamente
correctas que reemplazan ecuaciones exactas pero inmensu-
rables. Por ejemplo, (el principio virtual) el periodo P de un
péndulo de masa (puntual) m y longitud [ puede obtenerse
de la ecuacién simplificada (para dngulos pequefios (en ra-
dianes)):

I
p=2x/L
s

en vez de usar la expresion real (una solucién en serie):

(1+21—2‘sin2 T ?? sin T+)

Los errores ambientales son aquéllos que pueden alterar la
evolucién y adecuado desarrollo de un experimento. Nuestro
mundo es altamente dindmico, por lo que para llevar a buen
puerto un experimento previamente planeado, deben mini-
mizarse los efectos que el medio ambiente tiene sobre aque-
llo que desea medirse y, principalmente, sobre el instrumen-
tal de medida. Por tal motivo, para reducir los errores debido
al medio ambiente, lo recomendable es:

¢ Aislar el experimento.

* Controlar, lo mas que se pueda, los factores ambientales
que pueden repercutir de manera indeseable en el experi-
mento (viento, humedad, iluminacién, temperatura, pre-
sién atmosférica, etc.).

* Mantener constante la aceleracién de la gravedad, de tal
suerte que las condiciones experimentales permanezcan,
aproximadamente, invariantes.

Dentro de los errores instrumentales mas comunes, tenemos:
los errores de calibracién y de escala, donde:

i) Los errores de calibracién son los errores que aparecen

por el uso del instrumental de experimentacién. Para re-
ducirlos, conviene supervisar continuamente que el equi-
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po experimental se encuentre en estado 6ptimo y que
funcione de manera adecuada y parecida en cada repeti-
cién de la medida; para ello se recomienda:

Supervisién continua y cuidadosa del funcionamiento del
equipo.

Cuantificar el error de cada instrumento que se usara du-
rante el proceso experimental; incluso, es recomendable
determinar estos errores partiendo del comportamiento-
funcionamiento del instrumental propuesto de antemano,
asi como efectuar correcciones cuando sea necesario; tam-
bién, es deseable evaluar a conciencia cémo tales correccio-
nes afectardn, y en qué medida, la magnitud del error, pues
esto repercute directamente en el resultado final.

Elaborar graficos de calibracién (nomogramas), al me-
nos para los instrumentos de medida mas sensibles a los
disturbios ambientales o a los disturbios accidentales, o
bien, inconvenientes causados por la propia descalibra-
cién del instrumento debido a su uso constante.

ii) El limite de escala. Es de los errores mas frecuentes den-
tro del &mbito experimental. Estd intimamente relaciona-
do con los instrumentos de medida analégicos;” su valor
se obtiene al tomar la mitad de la minima lectura posible
(lamada precision o limite de resolucion, P) del instrumento
de medida. Simbdlicamente lo expresamos como:

AE-+Llp
2

con: AE : = Error o incertidumbre de escala y, P : = Pre-
cisién, minima lectura o limite de resolucién del instru-
mento.®

Ejemplo 1. Si medimos con un flexémetro (o cinta métrica) la an-
chura W del cuaderno (anteriormente) citado, encontramos que el
flexémetro estd graduado en centimetros, por tanto, la precisién (o
minima lectura posible) que deberemos considerar es: P = 0.1 cm
=1.0 mm,6: P= 0.001 m= 10" m, luego:

AE=¢%(1.0 mm) == 0.5 mm= = 0.05 cm
o)
AE =+

%(0.001 mm) = = 0.0005m = = 5x107*m

Ahora, si la anchura del cuaderno resulté ser w = 20.3 cm, ten-
dremos que el dato completo que debe reportarse para tal medicién es de:

w=Aw=(20.3 = 0.05) cm = 20.3 =0.05, cm

7  Enelcaso delos instrumentos digitales, la incertidumbre se obtiene como un porcentaje de
lalectura de medida; el fabricante determina el porcentaje de error siendo comun que dicho
porcentaje dependa de la escala empleada en la medida.

8 Elsimbolo : = representa una asignacion.
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Vea que las unidades se separan del dato mediante un parénte-
sis o una coma. Igualmente, no hay que perder de vista que la incerti-
dumbre tiene las unidades del sistema empleado en el experimento.

d)  Errores de observacion. Son aquéllos que se derivan de la ob-
servacién del experimentador, y se magnifican cuando el
observador se encuentra fatigado o cuenta con deficiencia
visual, o cuando las condiciones de iluminacién son inade-
cuadas, o bien, si la atencién no es la requerida, etc. Ademas,
muchas observaciones se llevan a cabo con instrumentos ana-
légicos (los de aguja) y suele ocurrir que no manejamos de
manera correcta el instrumental, a la vez que desconocemos
las escalas del instrumento. Un error comun -y de gran mag-
nitud- se presenta cuando la medida directa se lleva a cabo
formando un dngulo con lalinea de la lectura (paralaje) en vez
de hacerlo perpendicularmente. Estos errores pueden subsa-
narse con un entrenamiento adecuado. Sin embargo, los erro-
res de criterio imputables al observador son lo que tenemos
que estudiar con detenimiento, siendo:

d.i) Cifras significativas y cifras estimadas. Toda vez que intro-
dujimos el concepto de cifras significativas y cifras estima-
das (ver pag. 18), falta sefialar el papel del cero como cifra
significativa,’ pues al ocupar distintas posiciones dentro de
un dato numérico (al inicio, en medio o al final del dato), su
significancia es distinta. Brevemente, diremos que: (i)cuando
(el cero) precede a un digito no nulo, entonces (el cero) no se
considera como cifra significativa; v. g.: el volumen molar, V_,
del gas ideal (a temperatura y presién de 0°C y 1.0 bar, respec-
tivamente) es:V,, = 0.0224 m3/mol, en este caso, el digito 2
es la primera cifra significativa del dato;* de hecho, este dato
debe expresarse en notacién cientifica como: V,, = 2.24x102
m3/mol. (ii) Cuando (el cero) se encuentra entre digitos dis-
tintos de cero, es una cifra significativa, pues forma parte de
las cifras que constituyen el nimero.

Ejemplo 2. Si la anchura b de la mesa de trabajo es b= 108.5 cm,

tenemos 4 cifras significativas, y en realidad decimos que: 108.45
<b<108.55cm.

Por dltimo, tenemos que cuando (el cero) aparece al final de un name-
ro, también es cifra significativa; por ejemplo, si reportdsemos que el
didmetro interno @ de un tubo de PVC es 10.0 cm, entonces los ceros
que aparecen en la cifra ya adquieren significancia, pues en realidad
estamos diciendo que 9.95 < @ < 10.05 cm, que puede verificarse rea-
lizando una o mas mediciones.

En suma, podemos resumir lo anteriormente expuesto para
las cifras significativas y estimadas diciendo que proporcionan una
idea bastante aproximada —y buena—- de la precision de una cantidad
dada. Para un manejo rapido y eficiente de estas cifras, se suelen pro-
poner tres criterios basicos (CB) para ponerlas en practica, siendo:

9  Esto lo puntualiza cabalmente Ramos C. (op. cit., Ramos C.)
10 Dato tomado del Apéndice B (Constantes Fisicas y Fundamentales) que aparece en Resnick-
Halliday-Krane. op. cit.
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CBL1. Si la cantidad de interés no va acompafiada por un
indicador o indice de precisién (por ejemplo, el error de
escala, la distancia al valor promedio o la desviacién es-
tandar), la incertidumbre del uiltimo digito se asumird en +1;
por ejemplo, si el resultado del radio de un cilindro de
metal se expresa como: ¥ = 2.5 ¢m, asumiremos que el
valor real de 7 se encuentra entre 2.4 cmy 2.6 cm.
CB2. Si la cantidad contiene un digito no significati-
vo (también llamado superfluo), se sumard 1 al ultimo
digito que se conserve, si y sélo si el primero de los digitos
eliminados es mayor o igual que 5; por ejemplo, en el caso
anterior, si ¥ estuviese dado por el dato r = 2.56 cm, el
redondeo daria como resultado r = 2.6 cm.

CB3. Si deseamos redondear una cifra que termine en
5, se admite en primera instancia el criterio del experi-
mentador, y después, que la tltima cifra que se conserva
se redondee al valor par mas cercano; por ejemplo: ¥ =
2.565 cm debe redondearse a ¥ = 2.56 cm.

d.ii) Error de juicio. Incertidumbre independiente del instrumento
de medida y totalmente imputable al experimentador y sus ca-
racteristicas personales al depender unicamente de la habilidad,
juicio y/o criterio que tiene para medir. A este error también se
lo conoce como incertidumbre de la observacion, y se admite que
la estimacién de su magnitud debe ser mayor o igual que la del
error de escala, por lo que se debe ser cuidadoso tanto con la pro-
gramacién del experimento,'! como con la ejecucién y control de
las condiciones experimentales para alcanzar el mayor grado de
veracidad posible en la obtencién de los datos experimentales.
Canales va mas alld y sugiere realizar una “corrida previa” en pa-
pel —como se hace en la programacién-, de modo que el método
de observacién seleccionado minimice el error de juicio a, por
lo menos, magnitudes equivalentes a la de la incertidumbre de
escala; de lograrse esto y si el limite de escala es muy pequefio,
asegura, las medidas son precisas.

Errores estocasticos

Como se menciond lineas arriba, en este apartado se contemplan, de
manera implicita, los errores residuales. Las incertidumbres debidas a
estos errores son causadas por la acumulacién de multiples perturba-
ciones pequerias que se combinan aleatoriamente, afectando cada me-
dicién, por lo que se obtienen valores distintos en cada repeticién de la
medida. Los valores de estas incertidumbres flucttian dentro de un in-
tervalo y se aglutinan en torno a un valor “central” o “esperado” mas
o menos bien definido (piense en cémo se distribuyen las flechas en
el juego de “tiro al blanco”); la variacién en el valor numérico de las
variables o medidas es causada por factores sobre los que no tene-
mos control y/o se desconocen pero que, indudablemente, influyen
en el experimento. El tratamiento de estos errores se lleva a cabo
por métodos estadisticos, y lo abordamos en el capitulo siguiente.

11 En caso de que se desee profundizar en c6mo planear un experimento, se recomienda la
lectura de: Baird, D. C.; op. cit., capitulo 5, donde se desarrolla impecablemente este tema.
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Intro ducci()n Hemos dicho que toda medicién tiene asociado un error que comprende tanto el

error del instrumento de medida (asi sea el més sofisticado y fino —en términos
de precision—) como el error imputable al observador, asi como todos aquellos
errores debidos alos imponderables que influyen en el experimento y que de una
uotramanera, afectan lamedicion. Estos errores van incrementandose conforme
se avanza en la evolucion del experimento y se analiza el comportamiento de
los datos; este proceso, conocido como propagacion de errores, es vital en el
universo experimental, pues los errores repercuten y trascienden las operaciones
aritméticas y calculos matematicos efectuados dentro del analisis de los datos.
En este capitulo estudiaremos como hay que trabajar los errores y como se
propagan y deben aparecer en el reporte final del experimento.

3.1 Erxrores sistematicos

Hemos insistido que en todo experimento se encuentran errores que
permanecen constantes y otros en los que su magnitud cambia durante
el desarrollo del proceso experimental. Los primeros son los errores
sisteraticos que, no obstante ser constantes durante el experimento,
pueden diferir en magnitud entre si. Buscando minimizar la magnitud
de estos errores, admitimos como buen criterio experimental despreciar
las incertidumbres pequenias respecto a las grandes,' puesto que éstas
quedan contenidas en las incertidumbres mas grandes.” Ejemplo tipico
de esto es la inclusion de la incertidumbre de calibracién —habitualmente
pequena— en los errores de reproduccion, de escala o de juicio, que suelen ser
semejantes;igualmente, es indistinto tomar cualquiera de estos errores para
la propagacion de los errores.

Ejemplo 3. Suponga que queremos determinar la longitud I de la mesa de
trabajo con un flexémetro y que al ir a medir, encontramos que el flexémetro
present6 una torsion en alguna parte de su extension que no podemos pasar
por alto; si esta torsion se presentara al inicio del flexémetro, podriamos
simplemente trasladar el cero y proseguiriamos con nuestro proceso de

1 Recuerde que este es un atributo o concesién que se le otorga al experimentador, puesto que él puede
“cargar” algunos de estos errores dentro de los errores de juicio o de redondeo por el manejo de cifras
significativas. Evidentemente, si esto se hace de manera consistente, generalmente diremos que se trata
de un buen experimentador.

2 Siysélosi, hay que insistir en ello, ambas incertidumbres permanezcan aproximadamente constantes.
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medicién con toda naturalidad, estimando sélo un error de juicio. En caso de
que la torsion se presente en una parte interna del flexdmetro —y no podamos
trasladar nuestro “cero’-, tenemos que afrontar esta situacion engorrosa;
para ello, pensamos que este es un error mayusculo y no contemplado, pues
al aparecer, la escala con una torsién dificulta la lectura e incrementa el error.
Después de meditar la situacién, optamos por estimar el error de la lectura
en, digamos, 5.5 cm. Como consecuencia, y dado que este error es mayor
que otros involucrados en la medicién (v. g.: estimamos que los valores de
algunos de los errores son: error de escala, AE = = 0.05 cm1; error de juicio =
+1.0 ¢M; error de paralaje = * 1.0 cm1; error de reproduccion = =+ 1.0 cm;
posibles errores ambientales = = 0.1 cm1; entre otros), decidimos que este
error indeseable es el mas significativo y el que més afecta el dato recolectado,
por lo que el reporte de la longitud I de la mesa, con su respectivo error,
resulta ser de, digamos: [ = Al = 182.0 £ 5.5, cm. Note que a pesar de que
el error es de una magnitud enorme, el dato resulta ser confiable.

Veamos ahora como obtener la incertidumbre neta asociada a los
errores en los que su magnitud no es constante.

3.2 Erxrores estocasticos

Para adentrarnos en el tratamiento de este tipo de errores, comencemos con
un ejemplo sencillo.

Ejemplo 4. Suponga que con un multimetro digital medimos la corriente
eléctrica I (en amperes), que fluye por un alambre de metal de longitud [ =
Al= 969 % 0.05, cmy seccién transversal de drea A £+ AA=196x10"° %
157 X 107 cm?, al que se aplican diferencias de potencial (o voltajes) V (en
Volts) con una fuente de poder de voltaje de corriente directa (VD C), de uno en
uno hasta llegar a un valor méximo de 10 volts (veala Figura 2). La intencion es
encontrar el valor de la resistencia eléctrica, R (en ohms), del alambre y verificar
con ello el cumplimiento de la Ley de Ohm; el experimento se repite tres veces,
recolectdndose los datos que aparecen en la siguiente Tabla?

L[4[, [TIS[E]

Fuente de
Foder

Figura 2. Dispositivo experimental empleado parala Ley de Ohm.

3 Por comodidad, se omite la incertidumbre asociada a cada medida.
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VW) L@ L®)  L®

1 0.16 0.17 0.18
2 0.33 0.36 0.36
3 0.51 0.54 0.53
4 0.7 0.71 0.71
5 0.87 0.89 0.89
6 1.05 1.07 1.07
7 123 125 124
8 14 14 142
9 1.58 1.59 16
10 178 176 178

Tabla II. Voltajes y corrientes eléctricas para verificar la Ley de Ohm.

En la Tabla II se observa que I modifica su valor en cada corrida
que realizamos, a pesar de no alterar nada del arreglo experimental.
Inmediatamente nos asaltan las preguntas: ;por qué vario6 Isi V = constante
para ese dato en particular? ;Cual valor de ] tomamos para nuestro andlisis?
¢Los valores obtenidos estan bien? O ;Qué hicimos mal? ;El alambre estaba
danado? ;O fue el multimetro el que no servia?, etc. Empero, y después de un
estudio minucioso de la tabla, colegimos que la recoleccion de datos estuvo
bien y que carecemos de elementos decisorios vélidos y convincentes para
decidir cual lectura fue “correcta” y cudl fue “incorrecta’; lo que queda claro
es que los valores de I flucttian azarosamente, pero tienden a agruparse en
torno a un valor central del conjunto de lecturas, que, suponemos, es el valor
medio o promedio de cada serie de datos. Asi, plasmamos en la tabla las
lecturas tal y como fueron apareciendo pero, como una forma de simplificar
su lectura y proceder con mayor agilidad en el analisis posterior de los
datos, optamos por incluir una columna adicional que muestre sus medias
aritméticas, es decir, se muestran los promedios de las corrientes eléctricas
correspondientes a cada voltaje, como se muestra en la Tabla IIL
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VM) L L) L® I ®
1 0.16 0.17 0.18 0.170
2 0.33 0.36 0.36 0.350
3 0.51 0.54 0.53 0.527
4 0.71 0.71 0.71 0.71
5 0.87 0.89 0.89 0.883
6 1.05 1.07 1.07 1.063
7 123 1.25 124 1.240
8 14 14 142 1407
9 1.58 1.59 16 1.59

10 1.78 1.76 1.78 1.773

Tabla III. Voltajes y corrientes eléctricas para verificar la Ley de Ohm. Incluye los

valores promedio de la corriente eléctrica L.

El ejemplo aqui expuesto da pie para ilustrar que la cuantificacién
de los errores estocasticos exige el uso de técnicas y métodos estadisticos
—algunos laboriosos, como los ajustes de curvas empleando regresion
(principalmente, la regresion lineal o método de los minimos cuadrados)-,
las curvas de distribucidn, los histogramas y poligonos de frecuencias, las
curvas gaussianas y de Poisson, etc. (vea Figuras 3, 4 y 5, respectivamente).

Numero de aguilas Frecuencia con que )
que caen caen aguilas en 64 2 >
lanzamientos 3
0 1 Ta 20 I
g2
1 6 =
02 15
a N
3 20 S% 10
4 T i1
5 6 g 5 - -
by
6 1 s
0

Numero de aguilas
en el lanzamiento de una moneda

Figura 3. Representacion grafica por medio de un histograma de los diferentes
valores de una variable (en este caso, el lanzamiento de una moneda y el nimero
de 4guilas que caen en 64 lanzamientos. Se muestra la tabla de datos). (Tomado de

Meiners et al, p. 35. La grafica esté hecha en Microsoft Excel).
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Figura 4. Representacion grafica por medio del ajuste de un poligono de frecuencias
(sobrepuesto al histograma, para hacerlo mas claro) de los valores que aparecen en

la Figura 3. (La gréfica est4 hecha en Microsoft Excel).
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Figura 5. Curvas de distribucién: (a) Simétrica o Normal, tipo Gauss (conocida
también como “Campana de Gauss”). (b) Asimétrica o Tipo Poisson. (Las gréaficas

estan hechas en Microsoft Excel).

Es necesario decir que la obligatoriedad del manejo estadistico de los
datos se introduce debido a que el criterio del experimentador deja de ser
el elemento principal que determina la incertidumbre asociada al conjunto
de datos, pues las fluctuaciones debidas al azar influyen en los resultados
experimentales, ocasionando que las variables modifiquen su valor en
cada repeticién (o corrida) del experimento; en general, la gréfica de estos
datos fluctuantes da lugar a una curva de distribucion simétrica del tipo
distribucion de Gauss, Figuras 4y 5, ya que:

[.] la desviacion total de una cantidad medida X, respecto de un valor
central X es la resultante de una gran cantidad de pequenas fluctuaciones
que ocurren al azar|..] Considerando a la curva exclusivamente desde el
punto de vista matematico por ahora, su ecuacién puede expresarse asf:

y = Ce -h?(x-X)?

TRATAMIENTO DE ERRORES



32

[..] Aquila constante C es una medida de la altura de la curva, yaque y = C
para X = X en el centro de la distribucién. La curva es simétrica alrededor
de X = Xy tiende a cero asintéticamente]...] la cantidad h determina la
amplitud de la curva, ya que sélo es un multiplicador en la escala X. Si M es
grande, la curva es estrecha y alta en relacion a su amplitud; si es pequena,
la curva es ancha y baja. La cantidad 4 sin duda debe de estar relacionada
con la desviacién estandar o de la distribucién, y se puede demostrar que la
relacién en cuestion es

1

A2 h

Ahora que tenemos una ecuacién definida para la distribucion, toda
la ambigiedad sobre la interpretacion de la desviacién estandar en
términos de probabilidad desaparece, y tenemos valores definidos, tnicos y
permanentes. Por ejemplo, el drea incluida dentro del intervalo X * O para
una distribucién Gaussiana es de 68%, y dentro del intervalo X £ 20 es de
95%, e igual ocurre para todas las distribuciones Gaussianas.*

o=

También, hay que senalar en este apartado un caso bastante
frecuente dentro de la experimentacion: cuando la recoleccion de datos para
una variable dada nos devuelve valores constantes (como se observa en el
renglon 4 de la Tabla de Datos III),° estos datos generan una distribucion
sui géneris denominada Distribucién Rectangular, caso particular de las
curvas simétricas. Otro ejemplo sencillo, y al alcance de la mano, que produce
una Distribucion Rectangular se tiene cuando medimos, asi sea en distintos
puntos, la altura o espesor de un paralelepipedo recto (como la caja mostrada
en la Figura 1); estas mediciones se exhiben en la Tabla de Valores ubicada
a la izquierda del gréfico de la Figura 6. Es facil observar que la invariancia
de los datos y su mapeo nos proporciona un gréfico distinto a los mostrados
en las Figuras 3, 4 y 5, aunque suponemos que estdn emparentados entre si;
observe que los datos graficados tienen la forma de un rectdngulo, en vez de
una campang; de ahi el nombre de Distribucion Rectangular.

Numero de medida Espesor t de la caja (cm) “2; — o —
1 1.845 1:6 . . .
2 1.845 g 14 HE u
3 1.845 T 12 = = =
2 1.845 s !
: 1.845 2 o0s SR =
6 1.845 @ oe B R
7 1.845 o = = =
' “THH N
0
1 2 3

]
- [
]
~ [N

Numero de medida

Figura 6. Distribucién rectangular (la tabla y la grafica estan hechas en Excel).

(Idea tomada de Canales Ramos)

4 Baird D.C; op. cit., pp. 34-35.

5 De hecho, si graficiramos los datos de cada renglén de esta tabla, su gréfico esbozaria figuras
similares a las de la Figura 3, aunque no tan pronunciadas, debido alo pequerio del conjunto de datos
(s6lo 3 por renglén).
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Nos falta c6mo encontrar la incertidumbre asociada a mediciones
donde los datos se aglutinan en torno a un valor central y que tienen como
grafico curvas (de hecho, son distribuciones) como las que hasta aqui
hemos visto; a la incertidumbre asociada a conjuntos de datos con estas
caracteristicas la denominamos Deviacion tipica o estandar, y se vera a
continuacion.

3.3 Desviacidon estandar o desviacién tipica (0)

Para obtener la incertidumbre de una medida de tendencia central® que tiene
como grafico una campana de Gauss (Figura 5.a), requerimos encontrar la
varianza (0°), dado que ésta ‘es una medida del esparcimiento o dispersién
delos valores que puede tomar la variable X correspondiente”.” La varianza es
un numero no negativo y es el cuantificador mas objetivo que tenemos para
encontrar la dispersion, o variacién, que muestran los valores de la variable
respecto del valor medio (o promedio) del conjunto; los valores que toma la
variable se denominan valores muestrales, mientras que el valor promedio
del conjunto recibe el nombre de medida de centralizacién; debemos notar
que las unidades de la varianza estan elevadas al cuadrado.

La desviacion estdndar o desviacion tipica (0) del conjunto permite
cuantificar, al igual que la varianza, la dispersion de los valores de la variable respec-
to al valor medio del conjunto; ademas, es inmediato que la desviacién estandar,
por ser la raiz cuadrada de la varianza, tiene las mismas unidades que el promedio.

Para obtener 0? (6 0), lo primero que hacemos es calcular el valor
promedio del conjunto y posteriormente sumar los cuadrados de cada des-
viacién que presentan los datos, para después dividir la suma total de cua-
drados entre el nimero de observaciones (1), alcanzando con ello la medida
de dispersion de los valores del conjunto; es decir, “promediamos” (si es dable
llamarle asi) las desviaciones cuadréticas. Debemos hacerlo asi, pues si toma-
ramos el promedio “simple” de las desviaciones, encontrariamos que éste es
cero, puesto que hay puntos a la izquierda y a la derecha del valor medio y, en
consecuencia, se tienen cantidades (o distancias)® positivas y negativas que
al sumarse, se anulan.

Ejemplo 5. Supéngase que al medir 5 veces la distancia (en metros) que
recorre un auto (en linea recta), al cabo de 10 segundos se obtuvieron las
siguientes lecturas: X, =81.6 M, X, =781 m; x, 805 m; x,=850yX.=796
m. El valor medio (o medla muestral) X, resulta ser?’

6 Que en si misma no es mds que una variable aleatoria, pudiendo ser discreta o continua. Esta
variable estd asociada a un experimento aleatorio u observacién aleatoria, entendiéndolo
como aquel “proceso que tiene las siguientes propiedades: (1) El proceso se efecttia de acuerdo a
un conjunto bien definido de reglas; (2) es de naturaleza tal que se repite o puede concebirse
la repeticién del mismo; (3) el resultado de cada ejecucion depende de la casualidad’ (esto es, de
influencias que no pueden ser controladas) y, por lo tanto, no se puede predecir un resultado unico.
Al resultado de una sola ejecucién del experimento se le llama el resultado del ensayo.” (Kreyszig,
E.-1970-; Introduccion a la Estadistica Matemdtica. Principios y Métodos; Ed. Limusa, S. A.
México. 1981, p. 55).
Kreyszig, op. cit., p. 100.
8  Recuerde que en geometria analitica definimos la distancia entre un punto A(X;, ¥;) y un punto
B(X,, ¥>) como: dyg =| AB| =V (X,-X,)? + (V=Y 1)%. En el caso unidimensional, tendremos

-

que d,p = (X,-X;). Recuerde también que son dirigidas.
9 Elvalor medio, valor promedio o, SImplemente media de la muestra, se representa por X (se lee “X
barra’), dada por: ¥ = M— 72 i=1X =% X, ][ ) para una distribucién discreta,

mientras que para una dlstrlbuaon continua: x = f x ][ ( X) dx donde f(X) es la funcién de

probabilidades o la densidad, respectivamente, de la varlable X considerada. El simbolo = 1X;
recibe el nombre de “sumatoria de X, y no es mas que: 21 X=Xt X, X
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Xp+Xp+..+ Xy  81.6+78.1+80.5+85.0+79.6 404 8
. - -80.96 m

Las desviaciones de los datos (dadas por d; = (X; - X), en metros,
por ser distancias) respecto al valor medio son:

d, = (81.6 - 80.96) = 0.64; d, = (78.1 - 80.96) = -2.86; d; =
(80.5 - 80.96) = -0.46; d, = (85 - 80.96) = 4.04; d; = (79.6 - 80.96)
= -1.36; con lo que el promedio de las desviaciones resulta ser:

d- d+dot .t dy  0.64+(-2.860+(-046)+(4.04+(-1.36) _ 0 _ () 1
n - 5 5

Este ejemplo muestra que el promedio de la desviacion simple de los
datos no es util para medir la dispersion; por tanto, debe ser evidente por
qué tomamos el promedio de las desviaciones cuadraticas (que siempre se-
ran cantidades positivas por estar elevadas al cuadrado) y posteriormente,
extraerle raiz cuadrada para obtener la varianza.

Matematicamente, la varianza estd dada por:

02=n2 (x, - %)
i=lT
_ n Xiz _ n Xl n ()7)2
2 A0 2 S S
—_ - xi2 - i n(x)
=3 20 3 S

donde consideramos que: 2 1 k = nk , con k = constante y n = nu-
mero de observaciones, datos o lecturas, y: X[ 2. = (x) = valor promedio
de X; por tanto, la expresion anterior resulta ser:

noox2
=> —-2(*+(®?

i=1 n

n 2
=3 -

i=1

o))

después de extraer raiz cuadrada (y tomando la raiz positiva), o
resulta ser:

no(x, - x12|?
o=

i=1 n

. xiz B 1/2
= 21:1 n _(X)2

)

que es la desviacion tipica o estandar.
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Que la varianza, o en su caso la desviacién estandar, sea pequenia significa
que los valores tienden a concentrarse alrededor de la media y, en consecuencia, el
gréfico delos datos, como el de la Figura 5., resulta ser estrecho y alto. Por el con-
trario, una varianza (o una desviacién estandar) grande implica que los valores
estan muy dispersos y se distribuyen lejos del valor medio, por lo que el grafico es
de menor altura, pero mas ancho. En el primer caso, decimos que la incertidum-
bre es pequeria, mientras que en el segundo, la incertidumbre sera grande.

Note también que la ecuacion (2) no dice cual debe ser el tamario
de n, por lo que tacitamente asumimos que para abarcar todos los casos
del universo muestral, 1 — ;' naturalmente que tal cosa es imposible de
llevarse a cabo, pues en todo experimento la recoleccién de datos es limitada
y, por tanto, n resulta ser finita; en este caso, hablamos de una muestra y los
datos obtenidos constituyen el espacio muestral. Luego, la ecuacion (2) debe
ajustarse, cosa que hacemos sustituyendo 1 por (1 -1) para obtener asi la
desviacion estdandar de la muestra, S, dada por:

1/2 1/2

S= ZI(XI——X)Z = Zl_x_iz_i(y)z

n-1
3)

Las expresiones de S (ecuacion (3)) y las de 0 (ecuacion (2)), numérica-
mente difieren poco cuando n es grande, aunque conceptualmente sean diferen-
tes: O es la desviacién estandar del universo muestral, en tanto que S es la des-
viacién estandar de la muestra; no obstante, es viable suponer que aun cuando
S representa la desviacién tipica de una muestra, podemos asumirlo como un
estimador confiable de la desviacién tipica del universo.! En suma: para obtener
el error estocéstico asociado a un experimento dado, toda vez que hemos recolec-
tado un buen numero de medidas, la dispersién de los datos la obtendremos —sin
pérdida de generalidad y por conveniencia— usando Sen vez de .

3.4 Promedio y desviacion estandar de una distribucion
uniforme o rectangular

En la seccién 3.2 mencionamos el hecho de que al recolectar datos
experimentales se dé el caso de que una variable siempre tenga el mismo
valor, lo que da lugar a una distribucion de Gauss particular, denominada
Distribuciéon Uniforme o Rectangular, como la que aparece en la Figura 6
donde, y en primera instancia, pensariamos que la desviacién estandar
deberia ser cero, es decir, 0 = 0, cosa que carece de sentido. Este caso, llevado
a la experimentacién y estudiado por la teoria de la probabilidad y la
estadistica’, nos indica que la incertidumbre est4 indisolublemente unida a
la desviacion esténdar y a la precision P del instrumento con que se efecttian
las lecturas. La estadistica muestra' que la varianza de la distribucion
rectangular, dentro del intervalo [0,1], esta dada por:

10 Estololeemos: "n tiende a infinito”.

11 Canales menciona que cuando 1 > 30, las desviaciones estandar del universo y de la muestra difieren
poco numéricamente.

12 Ver, por ejemplo, Kreyszig, op. cit, pp. 94-102, o cualquier texto de Probabilidad y estadistica; también
puede consultarse: https://eswikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_uniforme_continua.

13 La demostracién no aparece aqui, pero si tiene curiosidad por su desarrollo, puede consultar algun
texto de estadistica, o bien, la direccién electrénica mencionada en el pie de pagina anterior.
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por lo que la desviacién estdndar resulta ser:

y, en consecuencia, el error asociado a tal distribucion es:

IR

o,=+03P

¥

@

donde, y como ya se menciond, P es la precisién o minima lectura
posible del instrumento que se est4 usando.

Ejemplo 6. En la tabla de datos referida en la Figura 6, encontramos que
el espesor tdela caja (ver Figura 1) es de 1.845 cm, habiéndose repetido la
medicion 7 veces. Dado que la medicion se llevé a cabo empleando un vernier,
encontramos que la precision (o limite de escala) del instrumento resulto ser:

1
P=2—0 mm = 0.05 mm = 0.005 cm

por lo que concluimos que el espesor t se encuentra dentro del inter-
valo (1.840, 1.850) cm,** y claramente, todos los valores dentro del intervalo
resultan ser equiprobables. Visto graficamente, podriamos ilustrarlo, de ma-
nera aproximada, como aparece en la Figura 6.

Frecuencia

L Variable
= ‘--é
1.840 1.850

Figura 7. Curva de Gauss asociada a una distribucién rectangular (no esta a escala.
Aparece también la curva de la distribucién gaussiana como elemento de compara-

cién). (Idea tomada de: Canales Ramos).

De lo anteriormente dicho, y dado que la precision y el error de
escala del vernier son, respectivamente: P= 0.005 c¢cm y AE = = 0.0025
cm, encontramos entonces que el error asociado a la distribucién —y en
consecuencia, al experimento-— resulta ser de:

0,=0.3 P=0.3 (0.005)cm =0.0015 cm =1.5x1073 cm

es decir:0, = 1.5 X107, cm

14 Aqui se usa la notacién de un intervalo abierto, es decir: X € (a,b) = a< X< benelcaso
presente, estariamos diciendo que 1.840 < t < 1.850 cm, que es lo mismo.
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por lo que, tentativamente, reportariamos la mediciéon como:
t+8t=1.845+1.5x103, cm=1.845 +0.002, cm

donde introdujimos 8t = O, para el error proveniente de los calculos
y para distinguirlo del error de escala AE. Sin embargo, no debemos olvidar
que estamos hablando de una distribucién con caracteristicas especiales, por
lo que esperamos que el dato que en primera instancia reportamos sufra
correcciones posteriores, pues los datos son de una muestra y no del universo
muestral.

3.5 Errores accidentales asociados al promedio

Mencionamos en las secciones precedentes que cuando llevamos a cabo un
experimento dado, habitualmente recolectamos un nimero no demasiado
grande de datos, aun cuando este numero pueda consistir en miles o millo-
nes, como sucede en el analisis del conteo radiactivo o, en el caso mas re-
ciente, para validar la existencia del Bosén de Higgs. Y es que recolectar una
gran cantidad de datos implica gran inversién de tiempo, lo que imposibi-
lita contar con espacios muestrales muy numerosos y, por tanto, debemos
conformarnos con pequefias muestras representativas, conscientes que una
muestra pequena conlleva un valor promedio con menor precision que el
promedio de una muestra grande pero, a pesar de tal restriccion, los resulta-
dos experimentales de ambas muestras deben coincidir en el limite. Sabemos
también que el estudio de los datos —con su promedio y desviacion estdndar—
para cada corrida del experimento pueden, incluso, dar origen a distribucio-
nes gaussianas ligeramente desplazadas unas respecto a otras; este hecho no
nos preocupa en absoluto pues, en principio, las desviaciones estandar de
las muestras, y la del universo, deben ser las mismas. Podria pensarse que
una muestra con pocos datos es un handicap que demerita el proceso experi-
mental y las conclusiones que de él emanan, toda vez que admitimos que un
experimento es mds confiable entre mayor sea la cantidad de datos con que
cuenta —lo ideal es que el numero de datos sea infinito—, pues con ello garan-
tizamos que el valor promedio de la muestra sera cada vez mds parecido al
valor promedio del universo (aunque este dato se desconozca). Este proble-
ma, sin solucion aparente, se subsana tedricamente mediante la proposicion
de que si la distribucion del universo de observaciones es gaussiana, la dis-
tribucion de las medias de la muestra serd también una gaussiana centrada
‘en el centro... de la distribucion original de observaciones individuales|...] y
siendo mas estrecha que la distribucion original’;"* bajo esta premisa, asegu-
ramos que los resultados de una gaussiana para el universo son analogos a
los resultados de las muestras, lo que nos permite inferir las caracteristicas
del universo a partir de las caracteristicas muestrales; ahora, dado que las pro-
medios de las muestras son gaussianas referidas a la gaussiana del universo,
es facil concluir que las desviaciones de los promedios de cada conjunto o es-
pacio muestral deben referirse respecto al valor promedio del universo. En
esto reside la confiabilidad de la experimentacion y sus resultados.

Supongamos entonces que hemos recolectado pocos datos de un ex-
perimento y que hemos calculado el valor promedio de la muestra. Inmedia-
tamente podemos obtener la desviacién promedio del promedio, d (como lo
denotamos anteriormente, vea paginas 33 y 34), para cualquier distribucién
(en este caso, gaussiana) como:

15 Baird, D. C. op. cit, pp. 38-41.
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I ZIx-x Ip (xdx
I p (0dx

donde p(x) es la probabilidad. Si la muestra es de tamario 1 (con n
finita), la ecuacién anterior se puede escribir como:*®

o2l lx-x_ X4

d-
n n

d-= ~0.80

La confiabilidad, llamada también desviacion promedio de la media
o del valor medio esta dada por:

a d
m /n_

Cabe aqui el serialamiento de que estas tres expresiones son usadas,
preferentemente, cuando deseamos hacer estimaciones de los errores con
gran rapidez y no demandamos gran precision en los célculos.

También, establecemos una relacion entre la desviacién estandar
neta del promedio (07) y la desviacion estdndar de la pequefia muestra (S)
de tamario n, teniendo presente que la desviacion estandar de los valores
promedio individuales es la incertidumbre asociada a cada uno de ellos,

resultando entonces:
S
In

O2=

©®)

Asi, ala desviacion estéandar del promedio le lamamos incertidumbre
del promedio y estd dada en términos de la desviacién estandar de la
muestra. De acuerdo a esto, y por la expresion (5), reportaremos el valor
promedio de un experimento en presencia de errores accidentales, residuales
o de naturaleza estadistica como:"’

X:=)?10%=)?i/%
(6)

Para el caso de una distribucion rectangular, el resultado del experi-
mento se expresard, de acuerdo a la ecuacién (4), como:

@)

con X, el valor medio de la muestra, que en este caso permanece
constante.

16 Note la similitud entre estas expresiones con la definicién para el valor promedio dada en el pie de
pagina 9 de la pagina 33. jAcaso podiamos esperar otra cosa? jEstamos hablando de un valor medio!
17  Enrealidad deberiamos tener que, para grandes muestras (aquéllas en las que asumimos que 11 > 30),
“los limites de confianza para la media poblacional vienen dados por:  y _ X,+Z -9 ,donde z,

< n

depende del nivel de confianza que en cada caso se desee obtener]...] Para pequetias muestras (1 < 30)
los limites de confianza para medias poblacionales estan dados por: x _ x 4 ; —2— . (Spiegel, M. R;
0~ "¢ n

Teoria y problemas de probabilidad y estadistica. Series de Compendio Schaum; McGraw — Hill; México.
1976, pp. 195-196). (nota: t_se calcula por medio de tablas y se refiere a la distribucion t de Student).
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Ejemplo 7. Para ilustrar lo anteriormente dicho, remitdmonos a los datos
del Ejemplo 5, donde encontramos que las distancias recorridas (en metros)
por un auto que viaja en linea recta, después de 10 segundos, fueron: x; =
81.6 m; X,= 781 m; X5=80.5m; X,=85.0 m;y X5;=79.6 m, obteniéndose una
distancia promedio de: X = 80.96 m. Ahora, de acuerdo a la ecuacién (3), la
desviacién estandar de la muestra la encontramos ast:

1/2 1/2

(Xi_ X)Z 1 2 2 2 2
S= 2,. o] = G-D (& + di+ di+ di+ )
I 1/2
=l ((0.64)% + (-2.86)%+ (-0.46)? + (4.04)% + (-1.36)%)

1/2

~2.597 m

1
= (26.972)

por lo que la distancia recorrida promedio por el vehiculo, después de
10 segundos, debera reportarse, de acuerdo a la ecuacion (6), como:

—80.96 + 2297

/5 /s

Ejemplo 8. Veamos ahora qué ocurre cuando la distribucion es rectangular,
y para ello, remitdmonos a los datos del Ejemplo 6 y de la Figura 6. Allj,
encontramos que el espesor de la caja fue: t = 1.845 cm, P=0.005 cmy n =
7 (que fue el tamario de la muestra), por lo que el error accidental asociado al
valor 1.845 cm sera, segun la ecuacion (7), de:

X=X=* ~ 80.96 + 1.161, m ~ 80.96 + 1.16,m

0.3 0.3
+[ 03[ p= + [ 0:31(0.005) ~ 0.00056 ~ 0.001, cm
Flr= 7]

después de redondear la cantidad; por lo que de acuerdo a la expresion
(7), el espesor t deberd reportarse como:

t:=t = dt = espesor dela caja ~ 1.845 = 0.001, cm.

La pequena discrepancia entre el reporte de los resultados de los
Ejemplos 6 y 8 para el mismo caso se da porque en el primer caso hemos
pasado por alto que los datos recolectados fueron de una pequetia muestra y
no hicimos el ajuste, cosa que ya contemplamos en el Ejemplo 8, que es como
debemos proceder.

3.6 Propagacion de errores o incertidumbres

Supongamos que deseamos encontrar de manera experimental la corriente
eléctrica I en un resistor de resistencia R + OR al que se le suministra un
voltaje V + OV:®® la resistencia ha sido medida con un multimetro en su
modalidad de 6hmetro y el voltaje se cuantifica con un voltimetro. De
la Ley de Ohm, obtenemos que I = V/R, y puesto que la resistencia y el
voltaje tienen una incertidumbre asociada, el problema consiste en cémo
encontrar la propagacion del error (o incertidumbre) asociado a la corriente

18  Aqui suponemos que: R se mide en ohms (Q); V se mide en volts (V), e I se mide en amperes (A). La
Ley de Ohm (a nivel macroscépico) se expresa como: V = RI.
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eléctrica. Note que en este caso, I es funcion, o depende, de Ry de V, que
matematicamente lo expresamos como: I = J (R, V) .En términos generales,
decimos que si Z depende de Xy de Y, entonces Z =J (X, ). La obtencién de
la propagacion del error para funciones de este tipo se verd mas adelante, y
con mas detalle.

Existen varias formas de estimar el error (propagado) y, tal y como lo
cemos para estimar el error de una variable experimental (de la forma y =
(X)), generalizamos los métodos para varias variables. Igual que en el caso de

una variable, la estadistica proporciona el método més eficaz para estimar la
propagacion del error, debido a las variables involucradas en la medicién, aunque
presenta el inconveniente de ser demasiadolaborioso por la repeticion de medidas,
obtencion de promedios, desviaciones estdndar, graficas, posibles correlaciones
entre las variables,” etc, por cada variable involucrada en el experimento. Una
manera alternativa de encontrar el error propagado es mediante aproximaciones,
dado que se agilizan los calculos y no requiere mediciones repetidas delas variables
experimentales; este método esta afincado en la aplicacion de matematicas un
poco mas avanzadas, aunque es obligatorio decir que si bien el método reduce y
simplifica el tratamiento de los errores, presenta la desventaja de no garantizar
una buena precision en la magnitud del error.

No obstante, este método es el ideal para una estimacién répida y

somera del error propagado. Veamos entonces cémo propagamos el error.

3.7 Errores: absoluto, relativo y porcentual

Hasta este momento, la incertidumbre que hemos definido es la del error
de escala, +AE, sefialando que al medir una variable x, se debe especificar
el error de escala porque él nos da una idea de con qué instrumento de
medida se realiz6 la medicion, por lo que es conveniente que el reporte de la
lectura aparezca como X + AX; de la misma manera, representaremos por el
simbolo +0X la incertidumbre proveniente de algun calculo; a este error le
llamaremos incertidumbre propagada o error propagado.

Un error de importancia teérica,? base para el desarrollo de la teoria
de errores y su propagacion, es la incertidumbre real o error real, E,, de
un numero x —resultado de una medicion o un calculo—, definido como: la
diferencia entre los valores: real, X, y aproximado o medido, x, es decir:

E =X-Xx
8)

donde: X: = dato numérico obtenido mediante una medicién o cél-
culo, pero que permanece constante durante el proceso de medida (de ahi el
nombre de valor real), y

X := valor medido o valor numérico obtenido mediante un célculo.

De la ecuacién (8) notamos rapidamente que E, puede ser positivo,
negativo, o cero (aunque este caso es inviable, ya que estarfamos hablando

19 La correlacién de dos (o mas) variables consiste en ver cémo cambia una variable cuando la otra
se modifica, es decir “a) si, de dos variables medidas, una puede considerarse como causa de la otra,
pero su efecto esta parcialmente encubierto por las fluctuaciones al azar, y b) si dos variables pueden
considerarse como consecuencias simultdneas de una causa comun cuyo efecto, como antes, estd
parcialmente oculto por fluctuaciones al azar.” (Baird, D. C. op. cit,, p. 143).

20 Canales subraya la importancia de este error y, consecuentemente, del error absoluto acotado
que, pese a ser de cardcter eminentemente tedricos, son la base de la teoria de errores. Aqui los
mencionamos por completud.
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de una medida exacta); igualmente, esta definicion nos deja con una elevada
dosis de inquietud, pues facilmente caemos en la cuenta de que fisicamente
es imposible conocer cudl es el valor verdadero de la medicion (segun se
infiere de lo que hemos visto). Asi, concluimos que este concepto, si bien es
sencillo, s6lo presenta utilidad teérica.

Buscando dar utilidad practica al concepto tedrico dado por (8), se
considera més adecuado encontrar un nimero préximo al valor verdadero
(en el sentido dado por la ecuacién (8)), definido como el error absoluto
acotado, o simplemente, el error absoluto o laincertidumbre absoluta AX
como: el minimo numero posible x mayor o igual que el valor absoluto de la
incertidumbre real; en otras palabras:

|E | < AX,

)

de esta forma, el valor real de un nimero estara limitado o acotado
en el intervalo dado por:

X-Ax=X=X+AXx
(10)

y,por (9),AX = 0O, siempre.

Un concepto atn mas atil y méas ampliamente usado en la experi-
mentacion es el error relativo acotado, o simplemente error relativo o
incertidumbre relativa €, definido como: el cociente de la incertidumbre
absoluta AX entre el valor medido, es decir:

incertidumbre absoluta _ Ax

valor medido X

(11)

Observe que € puede ser una cantidad positiva o negativa, pero dado
que el error es una cantidad positiva (por la definicién misma), siempre
consideramos el valor absoluto de €.

Ejemplo 9. Suponga que medimos con un flexémetro la longitud / de una
varilla de aluminio, obteniendo como lectura:

[+Al=12.0 = 0.05, cm,

En este caso, se obtiene que 11.95 < 1 < 12.05 cm, donde | =
12.0 cm es el valor esperado, asi que por (10), la incertidumbre absoluta
resulta ser el error de escala, es decir, Al = 0.05 cm. Igualmente, al aplicar
(11), tendremos que el error relativo entre Al'y I resulta ser:

0.05 cm

+0.0042 =4.2 x 1073
12 cm

E==

IR

indicando que la incertidumbre Al es tres 6rdenes de magnitud mas
pequena que L

Note que el error absoluto tiene las mismas unidades que las de

la medida, mientras que el error relativo, ademas de ser una cantidad
adimensional, permite establecer una comparacién mas objetiva y ad hoc
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entre los valores de la incertidumbre y de la medicién, evitando que la
incertidumbre asociada a la medicion carezca por completo de sentido, pues
pudiera darse el caso de que aquélla (la incertidumbre) fuera excesivamente
pequenia, o bien, demasiado grande respecto de la medida (por ejemplo, si la
longitud fuese de 0.1 cm y la incertidumbre se mantuviera constante (Al =
0.05 cm), el error relativo resultaria ser de 0.5, lo cual no nos deja del todo
confiados y convencidos respecto a la veracidad de la lectura, pues el error
relativo resulta ser mayor (en un orden de magnitud) que la incertidumbre,
por lo que habria que evaluar, en todo caso, si es conveniente cambiar de
instrumento de medida. Lo mismo ocurriria si, por ejemplo, desedramos
cuantificar con un flexémetro la separacion o anchura de las lineas de un
patron de difraccion (donde las lineas son sumamente angostas y estdn
demasiado cercanas unas de otras, haciendo précticamente imposible
la medicién con un flexdmetro, amén de que la incertidumbre de éste es
excesivamente grande comparado con la medida).

Habitualmente somos proclives a hacer estimaciones rapidas de
la magnitud del error en la medicién para facilitar la comprension de los
datos, y por ello, solemos proporcionar el error en términos porcentuales; asi
que, al multiplicar por cien el error dado por la ecuacién (11), obtenemos la
incertidumbre porcentual o el error porcentual acotado o, simplemente,
error porcentual, como:

AX
€ =|—1]x 100

I (11a)

Ejemplo 10. Supéngase que el error porcentual en la medicion de una re-
sistencia eléctrica, R, es de 5% con respecto al valor nominal, que es de 100
Q; dado que 5 Qes el 5% de 100, esto nos indica que el valor real de la resis-
tencia se encuentra entre 95 y 105 Q; por tanto, concluimos que: 95 <R <
105, Q, que también podemos expresar como: R € [95, 105], Q.

3.8 Propagacion de errores

Cuando llevamos a cabo un experimento, es necesario efectuar algunas
operaciones algebraicas relacionadas con las distintas magnitudes fisicas
involucradas en la mediciéon. Como un caso simple y concreto, podemos decir
que a veces es necesario sumar longitudes, o encontrar productos de ellas,
por ejemplo, para obtener areas o volumenes de algunos cuerpos. Ahora bien,
puesto que toda medicién conlleva un error, sospechamos que los errores
asociados a las cantidades medidas deben experimentar un proceso similar
al de las cantidades mismas, por lo que presumimos que la combinacién de
errores producird, de necesidad, un error mayor; dicho brevemente: los errores
se propagan.

La propagacion de errores, o de incertidumbres, se asocia con la ob-
tencion de nuevos resultados a partir de un célculo con las cantidades medi-
das y su respectivo error. Para lograr esto, suponemos que las incertidumbres
estan distribuidas simétricamente respecto al valor esperado (o0 medido) y
que, ademds, son pequerias —respecto a la cantidad medida, aunque esto pu-
diera no cumplirse—; estas simplificaciones, que sacrifican precision en aras
de la rapidez en los cdlculos, se admiten y valoran con la finalidad de apli-
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car conceptos sencillos para propagar los errores, en vez de estar buscando
posibles correlaciones entre las cantidades involucradas en la operacion.?!

Suponga que hemos llevado a cabo mediciones, digamos, Xx; y X,
con incertidumbres (que pueden ser el error de escala): *Ax; y =AX,,
respectivamente. Supongase también que las medidas son funcién de
una variable real? y que cada una de ellas la podemos expresar en forma
matemadtica como:

z=f

donde X se encuentra entre los valores: x — AX y X+ Ax (de acuerdo
a(10)) y z es el valor obtenido o calculado dentro del intervalo: z -8z y z
+0Z.

Nuestra intencion es encontrar como se propaga el error al realizar
calculos u operaciones con ambas medidas; para ello, recordemos que del

calculo diferencial de una variable, la derivada de una funcién z = J (x) se
define como:
Fro_dfw _tim faxsn-fw _de
(- 4L _ lim _dz
dx h dx
(12)

donde h (a veces denotado por: Ax 6 X, para relacionarlo con el
error) es un incremento arbitrario que experimenta la variable independien-
te, y que la diferencial de la funcion esta dada por:

dz =][’(x) AX = ]['(x)dx
(13)

]
donde x estd en el dominio de ][ (x).%

21 Asi pues, bajo los supuestos anteriores, podemog obtener la incertidumbre considerando los prime-

ros términos de la serie de Taylor de la funcion ], dada por

F@ = F©@+LO )+ LLO vy 4 4 LLLO (o yn = 30 L p () (x0)"

2 dx? n! dxm"

para todo X en un intervalo abierto que contiene a C. Si consideramos que el valor medido, y su

respectiva incertidumbre, estan dados por: X = AX, con AX (cantidad positiva), entonces la serie de
Taylor puede escribirse forma compacta como:

flx+Ax) =Y % f (n)(X)AXn. En consecuencia, la incertidumbre

Af = f(x + Ax)-f(x)en el valor funcional ][(X) serit Af = |Z—f Ax‘ y claramente, la deri-
X

vada se evalta en el punto X. En el caso de varias variables, la serie de Taylor (de primer orden) puede

expresarse  COmMO: f(JZO + H) = f()_c)o) + 2?21 hi % (3?0) + R1 (H, 550) donde
L

- 0cuandoh — 0 en R" donde f: AcCcR*"-> R . diferenciable en X0 EA'Aqui,

RI(HVJ?O)
h

(@]
Ry (71. %) es el residuo. (Marsden, J. E., Tromba, A. J; Calculo Vectorial; Addison-Wesley Iberoameri-
cana, S. A; México. 1987, p. 173.)

22 Porque estd en el conjunto de los numeros reales, denotado por R.
23 Aqui, ticitamente hemos supuesto que z = f () es diferenciable —o derivable~ en su dominio.
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El concepto de diferencial de una funcion nos indica cémo cambia
la variable dependiente z cuando cambia la variable independiente x;**
graficamente, esto lo podemos ver como:

“

Z+ Az

»
-

X
X X+ AX

Figura 8. Se muestra la diferencial: dz = ]['(x)dx (note q}}e’ dz eslaalturau

(X) dz

ordenada que va del punto Pala recta tangente en P, dada por =3

En caso de que Z sea funcion de varias variables reales, es decir:*®
z=][(x, Vi een s W)

generalizamos los conceptos dados por: (12) y (13), por lo que la
diferencial de la variable dependiente z seria:

dz=][x X, ¥ ..., w dx+][y(x, Y, e, WAy + ... +][W(x, )/

w) dw=2% dx+%% dy+ ...+ %% aw
ax ay ow
(14)
donde:
0z 0z 0z
][X (X! y; LR W) - X s ][y(x) y) LERE) W) - ay s ][W(X’ y: bRt W) - oW

24 En caso de que se desee profundizar en este tema, se recomienda consultar: Leithold, L,; El Cdlculo
con Geometria Analitica, 2% Ed.; Editorial Harla, S. A; México. 1973, pp. 251-254. Igualmente, se
puede ver en Swokowski, E. W; Cdlculo con Geometria Analitica; Editorial Iberoamérica; México.
1982, pp. 107-109. En ambos casos, el tema es tratado en forma sencilla y excelente.

25 En este caso: (X, Y, .., W) son las variables independientes; cada una de ellas es una variable real,

pero Z estd en R™ = RXRX ..XR (nveces). Por ejemplo: R3 = RXRXR
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reciben el nombre de derivadas parciales de la funcion f respecto a
cada variable independiente,”® y las diferenciales de las variables indepen-
dientes son, al igual que en el caso de una variable: dz, dy, ..., dw.

Ejemplo 11. Encontremos la diferencial de algunas funciones sencillas
empleando incrementos y después aplicando el concepto de derivacion
(ecuacién 12).%7

(a) Sea Z = X. Desarrollando mediante el incremento AX (6 8x)
que experimenta la variable independiente (supondremos que AX (6 8Xx) es
pequenio respecto a X), tendremos que, empleando la ecuacion (12):

lim ———=lim—=lim1=1
h=0 h h—0 h h—0 h—0

¥ fig = tim fasn-foo _ kb -®

8z =(1) 6x = dx
- 0Z =0x

O bien, para agilizar:
Z+0z=X=xAX,

por tanto, dado que z = X, comparando la expresién término a
término, encontramos que 8z = AX = 0x.
Ahora, aplicando la derivacion, encontramos que si Z = X, entonces

dz = (x)'dx = dx (yaque (%)'= Z—i= 1); si hacemos que 8z = dzy dx = dx

o dz = dx = Ax = 8x, es decir: 8z = Ax 6 8z = dx que es lo que obtuvimos
previamente.

(b) Sea z = x3. Usando (12), tendremos que:

3 _ 33
oz _ ]['(x) = lim ][(x+h)—][(x) = lim (X - x
ox h=0 h h—0 h
(x> + 3x°h + 3xh*+ h®) - X3 3x°h + 3xh?>+ W’
= lim = lim
h—0 h h—o0 h
) h(3x% + 3xh+h?) _
= lim = lim (352 4+ 3xh+ 2 =3x
h—0 h h—0
a_z = 3x?
(104
.0z = 3x° 6x

26 Laderivada parcial se define de manera andloga a la derivada de una funcién de una variable; por ejem-
plo, la derivada parcial respecto a X (manteniendo a las demas variables constantes) esta dada como:
. fO+hy,.wW)-fF(y,...w) _ 3f(x.y,..w), y lo mismo para las demas

fi(x,y,...,w) = }Llil’(l) = Y P

h ox

derivadas parciales. Para una mayor comprensién de este concepto, se sugiere consultar los textos cita-
dos en el pie de pagina 24, excelentes textos introductorios al calculo diferencial e integral de una y dife-
rentes variables.

27 Paraagilizar el proceso, pueden usarse férmulas de derivacién (aparecen en los textos mencionados).
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O bien, simplificando, tendremos que:
Z+8z=(xxdx)°= (X’ 3x28x+ 3x (6x)° % (8x)°)
= (X2 + 3x(3x)%) = 3x2 0x + 8x)°)
después de reordenar los términos. Ahora bien, dx es muy pequerio
respecto a X, por lo que podemos ignorar los términos que no sean lineales,
ya que (8X)? y (0x)° tienden a cero mas rapidamente que dX, por lo que
tendremos:
Z+ 0z = x3 £ 3X20x
y, comparando, concluimos que:
0z = 3x% dx.
Ahora bien, si derivamos (aplicando la regla de las potencias),
tendremos que:
8z = (x3)" 8x = 3x2 8x

que es lo que obtuvimos antes.

Ejercicio: Obtenga 8 Z si:

1/2

(i) Z=X
(ii) Z=COS X
(iii) z=1In(x)
(iv) z=¢"

3.9 Férmulas simples para propagar el error

En el ejemplo anterior se muestra cudn facil es calcular el error propagado
si la funcién es de una variable, reduciéndose el trabajo a encontrar
unicamente la diferencial (de la funcién). Igual de sencillo es obtener el error
propagado cuando tenemos dos 0 mas mediciones y se realizan operaciones
aritméticas o calculos con ellas. Por ejemplo, suponga que deseamos medir la
longitud de una pared muy larga pero sélo tenemos al alcance de la mano un
flexémetro de 3.0 m. Es obvio lo que hacemos: (1) tomamos una medida con
la cinta métrica. Marcamos sobre la pared dénde quedo el final de la cinta y
registramos el dato como a, + 04, . (2) Trasladamos la cinta de tal manera
que el comienzo de ella coincida con la marca (final) anterior. Nuevamente,
marcamos ddonde termina el flexémetro y registramos la lectura como a,
+ da,. (3) Repetimos esto sucesivamente hasta determinar totalmente la
longitud a de la pared que, evidentemente, estara dada por:

axda=(a, =da)+(a,=da,) +... +(a, = da,)
(15)

Surge la pregunta de si esto que hacemos vale paralas incertidumbres.
Y si. Esto vale. Naturalmente, aplicamos los conceptos de operaciones con
funciones.

Recordemos que en la grafica de una funcion en el plano cartesiano la
distancia (o altura) desde el eje horizontal a la grafica de la funcion da el valor
de ][ (X) en ese punto, es decir, si X = ¢, tendremos entonces ][ (¢). Si tenemos
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otra grafica, digamos de g (X), vale el concepto anterior. Asi es que, sumando
las distancias de [y g (en el eje y), tendriamos el valor de la suma de las
funciones en X = C; ahora, si S(¢) es la suma de las funciones, tendremos que

S(c) = ][(c) +g(o)

donde ¢ estd en el dominio de la funcién. Esto puede generalizarse para
cualquier x (en el dominio), resultando:

S() = £(x) + g(x)
(16)
Gréficamente, (16) lo podriamos ver ast:
Ahora bien, dado que lo anterior se cumple, entonces las diferenciales

A
y

SX) =1 + g

50 \_// / e

UAC) / ey

f©

X=C X

Figura 9. Suma de funciones (no esta a escala).

pueden sumarse directamente (pues la derivada de una suma de
funciones es la suma delas derivadas de las funciones). Por tanto, la expresion
(15) quedaria como:

azda=(a, + a,+...+a,)= da, + da,+ ... +da,)
resultando que:

a=a, + a+ ... +4,

da =da, + da, + ... +da,
17)

que era lo que esperdbamos, donde, y tal como anteriormente se dijo,
la diferencial de la funcion es el error propagado. En consecuencia, el error
propagado de una suma de medidas es la suma de los errores de las medidas
(ecuacion 17). Para agilizar la obtencion del error propagado, comunmente
empleamos algunas formulas del error propagado para las operaciones mas
usuales involucradas en un experimento, aunque, como hemos visto, en
realidad estas expresiones reducidas provienen de aplicar el concepto de
diferencial de una funcién. Veamos tales expresiones.
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Sean Xy y dos valores medidos con sus respectivos errores: Xy 0y. y
sean también: S, R, Py D, las operaciones: suma, resta, producto y divisién
de Xy y, respectivamente. Los errores propagados serdn entonces:

a) Error aproximado en la adicion:

S+085=(x=08x)+ (y=0y)
=(x+Yy) = (6x +9dy)

1.e,25+05=(x+Yy) = (8x +dy)

.08 =0x+0dy
(18)

pues, después de igualar término a término, concluimos que S =
X + Y, y0dS = dx + dy es el error propagado;” note que el valor maximo
de 0S se obtiene sumando los errores, siempre. En consecuencia, decimos
simplemente que la incertidumbre de una suma de medidas es la suma delas
incertidumbres individuales relativa a cada medida.

Evidentemente, la incertidumbre relativa (dada por la ecuacién (11))
quedaria como:

S _ x+dy
S X+y
(19)

aunque, a fuer de ser sinceros, no se gana mayor claridad.
b) Error aproximado en la resta:
Si procedemos como en el inciso anterior, obtendremos:
R+38R=(x=06x)- (y=90y)
= (x-y) = (6x +dy)
ie. R+ 8R =(x-y) = (dx + dy)

. OR =0x +dy
(20)

28 Laabreviaturai.e. corresponde a lalocucién latina id est, y significa: “es decir’, u ‘o sea que”, y se
emplea con mucha frecuencia en la literatura cientifica.

29 Aquipodemos encontrar el error propagado de dos maneras: (i) suponiendo que las medidas son funciones
de una variable, y mediante las reglas de derivacién, encontrar la diferencial aplicando la ecuacién (13). Esa
suele ser la manera més socorrida. (if) La otra forma de encontrar las férmulas para la propagacién del error
es suponer que tenemos una funcién de varias variables, y aplicar (14). En algunos casos, se simplifica la
obtencién del error, aunque en otros suele ser mas complicado. Como ejemplo, sea: Z = T (X, y) = X +
V- ahora, para encontrar el cambio de la variable dependiente cuando cambian las variables independientes

obtengamos la diferencial de la funcion; aplicando (14): dado que Z = X + ¥/, entonces
0z = 9&+y) ox + _0(2;;31) 8y = (ﬂ + a_y) ox + (E + %) 0y = 8x + 8Y, dado que

ox ox = Ox ady
ax ady ady ax
o _ =12_%_4 :
o o 9% oy . Como se ve, este es el resultado que obtuvimos en (18), por lo que

también asi podemos encontrar el error. En nuestro caso, y por cuestiones didacticas y de familiaridad
del lector, utilizaremos la derivacién de funciones de una variable, a menos que nos veamos obligados a
utilizar funciones de distintas variables.
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Nuevamente, y al igual que antes, note que el valor maximo de R se
alcanza sumando las incertidumbres individuales, y también que:

OR _ Ox+0dy

R X=Y ,conx-y=0,
que es la incertidumbre relativa.
¢) Error aproximado en el producto:
(i) Primeramente, desarrollemos como un producto de binomios, ast:
P+38P=(x=0x)(y£0y) =Xy X8y y*8x+dx°*dy
=X Y= (X0y+yedx) + dxe*dy
=Xeyx(Xdy+y 0x)

donde se ha despreciado el producto de los errores por ser pequerio
respecto a los demds productos; luego, la expresion anterior resulta ser:

P+dP=(x*y)=(x*8y+y+dx)

SOP=Xdy +y-dx
(22)

(ii) Calculemos ahora la diferencial, recordando que:

A vy =u 9 d_u,con:u=][(x)yv=g(x)
ix (uv)—udx v

luego, si hacemos que x:= Uy y := v, nos quedaria como:

d oy L dx
dx (- y)=x dx Yy dx

para tener la diferencial multipliquemos ambos lados por dx, con lo
cual obtenemos (después de hacer que 8P = 8 (xy) := d(x * y), 8x := dXx, y,
dy = dy):

OP=38(x*y)=X°*0y+y-dx

que no es mas que la ecuacion (22); tenga en cuenta la facilidad de
esta manera de encontrar el error propagado.
Ahora, para expresar la incertidumbre relativa del producto tendremos:

op _X-Oy+y-dy & ¥

P Xy X y
(23)

Asi, y como una sencilla regla mnemotécnica, de (23) se desprende
que si la cantidad deseada es el producto de dos variables, la incertidumbre
relativa sera la suma de las incertidumbres relativas de los valores medidos.
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d) Error aproximado en la divisién:

Para dividir dos valores medidos, digamos: 5

,cony = 0, apliquemos
la regla de derivacion para un cociente:

v du
d (uw)_—dx  dx ,conu=][(x)yv=g(x)¢0

dx | v V2

luego, haciendo: x:= u 'y y:= v, tendremos:

Ldy dx
d (x| Tdx dx _x dy 1 dx
dx |y y? Y dx y dx’

para tener la diferencial multipliquemos ambos lados por dx (y
cambiando el signo negativo por un signo positivo para maximizar el error),
quedandonos:

0D =d[X)= X5y 1 ox
v y26y+y6x()

donde hicimos:

dD :=9

X)= d| x|, ox:= dx y dy:= dy.
y y

Pero dijimos antes que la diferencial es el error, por tanto, el error de
una division, 8D, quedaria como:
DaxoDo X E0X _

LJ_,(E’X... x-6z)
yxdy vy ?

Y y
. 8D = 6_X+ _x-dy siempre quey = 0
y _y2
(24)

(que es lo que obtuvimos en la ecuacién (%), después de ordenar los
términos).

Para obtener la incertidumbre relativa, basta con obtener el cociente
5D /D.

e) Error aproximado de una funcién compuesta del tipo z= x"y™ (ny m
enteros o fraccionarios, positivos o negativos):

Dentro de unlaboratorio de fisica a veces se obtienen ecuaciones que implican
el producto de variables elevadas a una potencia dada;* antes de obtener la
incertidumbre de dicha funcién, y apelando a la sencillez, reformulemos la
expresién Z= X"y, para obtener:

30  Por ejemplo, la expresién del periodo (del principio virtual) de un péndulo simple: P=(constante) Iz g '%,

ecuacion que aparece en la pagina 21, capitulo 2.
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mz=nlnx+miny

25)
Una vez hecho lo anterior, la diferencial de (25) resulta ser:
o Y
z X y 06

que no es mas que la incertidumbre relativa.

Aqui cabe la acotacién de que, a partir de este momento, en el texto
Unicamente aparecerd la expresion final. En el presente caso, y para ilustrar
la obtencion de la formula, usamos el hecho de que:

X=e Inx
por lo que tendremos que

7= xnym2 elnz=en lnxemlny(: elnz= en Inx+mlny

<lnz=nlnx+miny.

que es lo aparece en la expresion (25), donde el logaritmo In, es el
logaritmo natural, logaritmo neperiano o logaritmo base e, aunque la
formula se puede generalizar a un logaritmo base 10, 0 a uno de base a,
recordando que:
1 In x
og, X =—"-
Ina

También podemos, mediante la derivacion parcial, llegar al mismo
resultado. Hagdmoslo entonces.

Sabemos que: Z= X"y™. La diferencial de esta funcién esta dada por:

1nym J (xmym J(x" a(ym
=—a(xy)dx+—( Y)dy=y’"—( ) ax + x"—(y) dy
X ay ax ay

dz

= y"(nx"') dx+ x"(mym™!) dy

mnxn—l Xnmm—l
dz _ Y xmy)

- Yz _ y=idx+ﬂdy
Z xnym Xnym x y
Dz | X gy Oy
z X y

que es la ecuacion (26) donde, nuevamente, hicimos que 8z := dz; 8x
:=dxy, 8y = dy.
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f) Error aproximado de una funcién experimental del tipo:

XP+ . . _
7z =— = constante, con X y y cantidades medidas distintas de cero e
xnym
independientes entre siy: n, m, p y g numeros reales no nulos.
Usando diferenciales, podemos encontrar facilmente el error relativo
de la expresion:

XP+y1
xnym

o bien, de su inverso multiplicativo. Como ejemplo, para el caso
particularen que p = g = 1 ,la ecuacién queda como:

X+y

Xrlym

z=k=

donde z = k = constante que depende de xy y,con x=0yy =0, n=
0, m= 0y n= m. Luego, la incertidumbre relativa de esta tltima expresion
puede obtenerse asi:*!

Tenemos que:

X+y
Xnym
entonces, la diferencial queda como:

5k=i(u)5x+i(ﬂ)6y
9X Xnym ay Xnym

_ ( (xry™(1) - n(x + y)x"'y") ) ox

(xy™m)?
. ( (x"y™)(1) - m(x + y)x"y™ ) Y
(xnym)z
_ (xtym(0x + 8y) - (X + Y)(nX™y™dx + mx"y™!dy)
(xmym)?
_x+dy XY o (XY
X" ym X 1 ym X" ym+ 1
=(6x_+6y) k - niéx—mkay;
X+y X y

31 Mostremos aqui el poder de la diferencial en la obtencién de las incertidumbres; deduzcamos la
x+

expresion (27), asi: tenemos que, cuando p=1 = @, resulta que: ¢ = ——=. entonces, la diferencial

xnym’
queda como:
a [ x+y d [ x+y (xMy™)Ex-n(x+y)x""ly™sx | (xy™)Sy-m(x+y)xty™ 15y

5c = + oy = + —

 ox \xmym ay \xnym - (xny™m)2 (xym)2 -
Xy ™) (8x+8y)-(x+y) (nxLyMSx+mxy™ 16 5x+6; X+ X+ 5x+6; c c
@Y™ (6x+8y)-(x+y) (0 el ymisy) _ y ]y) Sx-m < y)15y= Y & sxm sy,

ey nym | xntiym XnymE Tym oy y

por tanto, tomando el error relativo (al dividir entre ¢ la expresién final):

sc _ (%)

c c sx+8y _6x 8y . . . . o
= = A~ n—8x-m =8y = ——=-n—-m=- . Cambiando los signos negativos por signos positivos
tendremos: %= 4%y 0% L 8

c xX+y x y
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por tanto, tomando el error relativo (al dividir entre K la expresion

final):

(6x+6y)k
Bk _\ X*Y “n K sx-m_ K sy X+ _pdX _py dy
k k kx ky X+y X y

Si maximizamos el error (cambiando los signos negativos —que
aparecen por las férmulas de derivacion— por signos positivos), tendremos
entonces que:

que es lo que queriamos mostrar.

Asi pues, el error relativo puede obtenerse a partir de:

ok M+(Hﬁ+m6_y),x=0,y==0
X y

27)

En consecuencia, tendremos que:

I<+6k=( X+y ),_, k(6)<_+6y + nﬁ+mﬂ),X#0,y#0
N Xmym X+Yy X y

=k[1t (L’XL Y 4 n X4 mﬂ),xw,y#o
X+Yy X y

(28)

Ejercicio: Encuentre la expresion general para encontrar la propagacion del
error de la ecuacion: Xy

Xnym
cuando: n, m, py g son distintos de cero.
g) Error aproximado de una funcién experimental del tipo:
y=mx+b
donde: b = ordenada al origen, es una constante que se determina de
una grafica, o bien, por medio de Xy y, considerando que: b = y — mx, donde
m =pendiente de la recta. Asi, tenemos que
8b =08y + (x*8m + m-«5x)

en consecuencia:

b=8b=(y-mx) =y + [(x*dm+ m-=dx])
(29)
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h) Error aproximado de una funcién experimental polindmica y = Ax™,
donde Ay m son constantes que se obtienen, generalmente, de grdficas
en papel log-log,y m=1.

Asi que®

om= L [Oy [ dA ) dx
In x| y A X

(30)

6A=A(6y+ m£+ dm-In x)
y X

(31)

donde deben conocerse o dm, o bien, 84, debido a que estas ecua-
ciones dependen una de la otra. Si se conocen una u otra, (30) y (31) que-
darian definidas inambiguamente, por lo que la funcién con su respectiva
incertidumbre quedaria como:

y =3y = (A £ 3A) xm=dm
(32)

i) Error aproximado de una funcién tipo: z = sen x, con X en radianes.
Nuevamente, encontramos que

0Z = cos X sen OX

(33)

y dado que sabemos que las funciones: sen Xy cos x se aproximan a
sus valores limite si x — 0 (siendo estos valores: cos X — 1 y sen x — X), en
consecuencia, y por lo anteriormente senalado, encontramos que:

Z+0Z =sen X = cos X sen OX.
(34)

Una manera alternativa de verificar la expresién anterior, conside-
rando que X es pequenia (y no olvidar que medida en radianes) y tomando
que cos 8x — 1, es desarrollando:

Z+8Z =sen (X = 8X) = sen X cos 8X = sen dX cos X = sen X = cos X sen X,

32 Aquila deduccién es bastante simple; apliquemos la misma estrategia que usamos para obtener (25)
y (26), esdecir y = Ax"=1n y = In A + m In X asi que la diferencial queda como:

oy _ oA + omln x+ m sx: después de despejar (y maximizar el error de A), tendremos:
y A X
Sy dx .
8A=Al—=—+m—+06m-1In x|, que es lo que expresa (31); por supuesto, el mismo
y X

procedimiento de despeje se aplica para obtener (30).
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por lo que, después de comparar ambos lados de la expresion, con-
cluimos que

0Z = cos X sen 0X

que es la ecuacién (34). Debemos decir que el procedimiento es el
mismo para las funciones trigonométricas.

j) Error aproximado de una funcién logaritmica del tipo: z = In x.

Nuevamente, y dado que: z = In X, entonces:

o0z =i(ln X) -1 sx
dx X

(35)

por tanto, tendremos que:
z+ 0z =(In x) =X
X

(36)
Igualmente, esta expresion se puede encontrar si hacemos:

z+8z=1In(x +dx)

donde, nuevamente, consideramos que 8x es pequetio (y dx < 1);
realicemos ahora algunos pasos algebraicos para reexpresar la funcion, ast:

z+ 0z=In (x =8x) =lnx(1¢6X)=Inx+In(1:6X); Inx:eM
X X X

que es la ecuacion (36); para llegar a ella, tomamos que:

In (1+w)=w—% 2+% 3 ... (si W< 1)

e hicimos que w = O
X

En consecuencia, concluimos que para la funcién logaritmo natural,

el error esta dado por:
5z = OX

X

En caso de que la funcién sea de la forma: z = log x, basta recordar
que:
In x
In a

log x =

k) Error de una funcion exponencial del tipo: z = e*.

Procedamos como lo hemos hecho hasta este momento, es decir, si z = e¥

entonces:
5z= X (&9 ox = e* dx
X

@37
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por tanto, tendremos que:

Z+0Z=¢e"+ eXdx

(38)
La manera alternativa de llegar a (38) es desarrollando mediante la
serie:
& 2 3
eX = E Xoex+ XXy
n! 21 3!
n=0

donden!/=1¢2+3 4 «... +neselfactorialde n,con: 0! = 1! =
1. Asi pues, tenemos que:

2 3
ZxOZ =X —gXerx= eX (1 + 0X + (0x) + (0x) + ...

2! 3!
= eX(1 £8x) = e¥+ e*dx

que es la ecuacion (38). Note que en el desarrollo, por ser §x pequetia
(comparada con x, y en general, esperamos que 8x < 1), hemos despreciado
los términos que no son lineales. Ahora, si tenemos una funcién exponencial
de la forma: z= @, tnicamente debemos recordar que: a* = X" % para aplicar

37).

D) Errores asociados a las rectas adaptadas por el Método de los Minimos
Cuadrados (MMC)

Con mucha frecuencia, al graficar un conjunto de datos experimentales ob-
tenemos una curva que bajo determinados procedimientos simplificadores
pretendemos nos conduzca a una recta (expresada en su forma normal: y =
mx + b). Las relaciones que en este apartado enumeramos —y que aparecen
en cualquier texto de un curso bésico de Estadistica— son sumamente utiles,
y ahorran trabajo, para obtener la ecuacion de la curva experimental. Las
expresiones (que provienen de una regresion lineal, conocida como Método
de los Minimos Cuadrados (MMC)) permiten obtener los pardmetros rele-

vantes del experimento, y son:*

Para calcular la pendiente de la recta:

_ n3xy-3x3zy
T nIx? - (Ix)?
(39)
Para calcular la ordenada al origen:
_ ZX*Xy - IX IXy
nx? - (Ix)?
(40)

Y las incertidumbres respectivas estdn dadas por:
para la pendiente:

33  Estas férmulas de la pendiente y la ordenada al origen se deduciran posteriormente (vea el capitulo
de Introduccion a la Graficacién), sin embargo, aqui se enuncian para su manejo operativo y por los
consecuentes errores asociados.
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n 1/2
dm= Sy| |

nEx - (EX)?
(41)
y, para la ordenada al origen
X2 1/2
ob= 5y | Srme ot
(42)
donde
sr o oyi V2
-T2 |
(43)

siendo 8y, el error relativo, el error medio, o bien, la minima lectura
posible**y:

"
i=1 X=X +X + ... +X
i 1 2 n
(44)

la suma de los n valores obtenidos en el experimento.

Note también que en las expresiones (35) a (39) hemos abreviado la
notacion, al hacer:

SX=Si-1X,Zy=3i-1y, 5xy = Si-1Xy, X2 = Zi-1x2

y que (£X)? = ( Si=1 x)?

34 3Y, también puede obtenerse, en caso de que sea absolutamente necesario, a partir de: 9 Y, = Y, —

(mX + b).
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Introduccién

La experimentacién es una parte fundamental de la ciencia al permitirnos
indagar como se comporta el mundo que nos rodea; esta busqueda del por-
qué suceden las cosas en la forma en que lo hacen se lleva a cabo bajo la
observacién minuciosa del acontecer natural mediante experimentos pre-
viamente planeados, repeticiones controladas y escrupulosas mediciones. La
capacidad heuristica de la experimentacion es enorme; la escrupulosidad de
su normatividad, principios y estrategias de accién son sus virtudes y forta-
lezas para incursionar con paso seguro en el conocimiento cientifico, cuya
finalidad es explorar y desentrafiar los misterios del mundo natural. Para
lograrlo, la experimentacion —y en general, el pensamiento cientifico- acude
al causalismo (relacién causa-efecto) como elemento explicativo del aconte-
cer natural, intentando encontrar relaciones cuantitativas —o al menos, po-
sibles correlaciones— entre las variables que se manifiestan como esenciales
en la ocurrencia del fendmeno bajo estudio, todo con la firme intencion de
desarrollar un modelo matematico que explique, o describa, el evento ob-
servado. Hecho lo anterior, se abstrae el evento con la intencién de mode-
larlo matematicamente para incorporarlo a un marco teérico-conceptual
mas amplio. Esta proclividad de la ciencia a abstraer y teorizar, o modelar
matemdticamente para soportar ideas, se debe a la estructura légica, sen-
cilla y objetiva que brinda el lenguaje matematico; y es este lenguaje quien,
dentro de su propia esfera repleta de conceptos, ideas y objetos abstractos,
motiva que muchas veces y de manera independiente, el conocimiento evo-
lucione de manera paralela o con mayor celeridad que la experimentacion
misma. Como ejemplo, puede citarse la prediccion teérica de la teoria estéan-
dar acerca del boson de Higgs y los enormes esfuerzos experimentales por
comprobar su existencia.* Por tanto, no es dable, bajo ninguna circunstan-
cia, disociar la teoria de la experimentacion, por ser aquélla quien instaura y
valida los modelos o representaciones de la realidad fisica a los que llega la
experimentacion para, finalmente, predecir y explicar (o describir) como? y
por qué suceden las cosas en el mundo natural. Es pues, inadmisible, pensar
que la fisica experimental y la fisica tedrica sean entidades inconexas entre si.

1 El lector puede consultar el excelente libro: Herrera Corral, Gerardo; El Gran Colisionador de
Hadrones. Historias del Laboratorio mds grande del Mundo; Universidad Auténoma de Sinaloa
y Ediciones Proceso. México. 2013. En el libro se dan pormenores acerca de la fascinante verificacién
experimental de esta prediccién tedrica de la teoria esténdar.

2 Avraiz dela aparicién de la mecanica cuantica se ha desatado una controversia interesante respecto a
sila ciencia es explicativa o si es descriptiva. Quien desee profundizar en estos temas, se recomienda
leer algo de filosofia de la ciencia, sobre todo los argumentos de Popper en contra de la visién
instrumentalista de Bohr y Heisenberg, principales representantes de la mec4nica cudntica antigua.
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4.1 Graficacion

Dentro de la fisica experimental la observacién es absolutamente impres-
cindible, por ser ella quien cuantifica y recolecta datos, los organiza y analiza
para, a partir de su estudio, obtener informacién esencial que conduzca al
modelaje matematico con la consecuente institucién de leyes que gobiernan
la ocurrencia y evolucion del acontecer natural; finalmente, estas leyes se
agrupan de acuerdo a caracteristicas afines, dando pie al nacimiento de las
teorias; el conjunto de teorias conforman el corpus tedrico de la fisica, que
posibilita la compactacién, prediccién y explicacion (o descripcion) de los su-
cesos en el mundo natural. No debemos perder de vista que una férmula es
una manera compacta de exponer brevemente un conjunto de ideas y con-
ceptos acerca de los sucesos que ocurren en nuestro entorno.

Y es que, al observar un suceso y repetirlo con fines de estudio —es
decir, cuando experimentamos—, lo primero que hacemos es preguntarnos
qué variables resaltan en la diacronia del suceso, y como y con qué instru-
mental vamos a medir, asi como cuéles otras (variables) van a permanecer
constantes. Una vez seleccionadas las variables y realizado las mediciones,
nos preguntamos si existe alguna relacién entre ellas; para salir de dudas,
lo primero que hacemos es graficarlas y ver qué forma tiene el grafico resul-
tante. En caso de que el grafico sea simple, o conocido, hemos dado un gran
paso, en cambio, si el resultado es adverso, debemos seguir buscando y pro-
cediendo con ingenio y sagacidad, muchas veces intuitivamente, tratando de
encontrar si existe alguna relacion entre las variables, o si hay alguna otra
variable que no hemos considerado. Asi pues, la intencion de la experimen-
tacion es encontrar claramente y sin ambages (en la jerga cientifica se dice:
“fuera de toda duda”), via la medicién y la repeticion controlada de los eventos,
qué relacion guardan entre si determinadas propiedades o caracteristicas fun-
damentales, denominadas variables esenciales, del fenémeno bajo estudio; una
vez que encontramos tal relacion, entonces la cuantificacién y relacion entre
variables se expresa matematicamente,? es decir, el evento se matematiza.

Para encontrar la relacion entre las variables, comtnmente acudimos
alos métodos grafico, analitico y estadistico, donde:

(a) El método grdfico.Es el método mas socorrido cuando se tiene una va-
riable independiente, pues es de gran rapidez y atractivo visual (una ima-
gen dice mas que mil palabras); plasma —bien sea en papel o en la pantalla
de una computadora— el comportamiento de las variables en el plano XY,
dejando entrever la relacion entre ellas (las variables del experimento)
al adaptar curvas de fécil manejo (rectas, parabolas, hipérbolas, expo-
nenciales, etc.). Este método es sencillo y 4gil, aunque sélo proporciona
buenas aproximaciones, pues las curvas resultantes “son ajustadas’.
Hay que hacer hincapié en que este método es poco préctico cuando
se pretende graficar la variable dependiente como funcién de varias
variables (independientes entre si), pues la grifica queda en el espa-
cio tridimensional; igualmente, el método no es exacto y unicamente
brinda aproximaciones. No obstante, el método es sumamente util
y rapido cuando se manejan pequerias cantidades de datos, a pesar

3 Se busca establecer funciones que permitan determinar de la manera mas nitida cudl es el
comportamiento de una variable (llamada variable dependiente) cuando cambian las dem4s variables
(llamadas variables independientes) involucradas en el evento; si esto no es dable, se busca si existe
alguna correlacién entre las variables. Evidentemente, la funcién mas ‘simple’ se obtiene cuando sélo se
consideran dos variables: una independiente y la otra que depende del comportamiento de ésta.

4 Significa que no todos los puntos experimentales estén en la curva, sino que ésta es, si podemos
llamarle asi, la “mejor” curva posible (con todo lo que eso signifique). Si se desea profunidzar en este
tema, se recomienda consultar un texto de estadistica.
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de que la gréfica se restringe al espacio fisico del papel y a las escalas
empleadas para la region de mapeo.

(b) El método analitico. Requiere de la herramienta mateméticay de
dispositivos que permitan el manejo aritmético o algebraico de gran-
des cantidades de datos (computadoras o, en su defecto, calculado-
ras); es un método sumamente eficaz y eficiente, amén de ser exacto.
Este método es quien conduce a la instauracion de los modelos fisicos.

(c) El método estadistico. Es una conjuncién de los métodos anterio-
res.® Este método es mas general y se emplea cuando no es posible en-
contrar una relacion simple entre las variables, por lo que se indaga si
existen correlaciones entre las variables experimentales (que no ne-
cesariamente implican una relacién causalista). La aplicacién de este
meétodo fomenta el uso de computadoras y/o calculadoras debido a
la gran cantidad de datos que se manejan. Los modelos resultantes
suelen ser totalmente empiricos y quedan sujetos a la validacion por
parte de la teorfa.

Los métodos anteriores son abundantemente usados dentro del drea
experimental de la ciencia y cada método es digno de estudiarse exhaus-
tivamente. En nuestro caso, dado que este documento es mas de caracter
informativo y operativo, y con animo de simplificar y agilizar el analisis de
los datos recolectados, centraremos nuestra atencién en los dos primeros
métodos.

Ambos métodos, grafico y analitico, echan mano de expresiones ma-
tematicas® conocidas con la finalidad de encontrar qué relacién concuerda
mejor con nuestras observaciones.” Muchas veces, es inevitable dudar qué
método —analitico o gréfico, aunque ambos se complementen— conviene
usar, o qué condiciones y circunstancias delimitan la aplicacién de uno u
otro. La respuesta, indudablemente, depende de los gustos, afinidades y ex-
periencia del experimentador; no obstante, para un experimentador novel,
el uso del método grafico representa grandes ventajas al proporcionar, de
manera casi inmediata y global, un panorama del comportamiento de las
variables. Conforme se gana experiencia la eleccién del método es una po-
testad exclusiva del experimentador, aunque esté supeditado a los objetivos
del experimento; asi, si prontamente se intuye la relacion de las variables, es
mejor acudir, debido a la mayor precision, al método analitico.

En nuestro caso, adoptamos como buen hébito que en toda sesion
o practica experimental donde se recolecten datos, procedamos a graficar-
los, procurando que el ajuste de los datos se cifia a alguna de las relaciones
siguientes:

*  Lasrelaciones lineales. Cominmente se utiliza la expresion en su
forma punto y pendiente de ordenada (y = mx + b). Si bien es de-
masiado frecuente que busquemos linealizar muchas curvas, esto no
siempre es admisible; se recomienda hacer un alto para ver qué tipo
de curva conocida, y simple, se adapta mejor al mapeo de los datos.

5 Muchas personas incluyen este método dentro del método analitico. Aqui lo separamos sélo por
conveniencia y por cuestiones de espacio.

6 Muchas de ellas estudiadas en geometria analitica. En caso de que se desee profundizar este tema,
consultese el excelente texto: Wooton, W, Beckenbach, E. E & Fleming, E J; Geometria Analitica
Moderna, 2 Edicién en Espafiol; Publicaciones Cultural, S. A. México. 1978.

7  En el caso de que el objetivo del experimento sea determinar el valor de una constante que
aparece en una expresion matemadtica dada, el andlisis y la interpretacién evidentemente deben
simplificarse, pues practicamente se conoce de antemano el tipo de relacion que debe existe entre las
variables experimentales.
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*  Lasrelaciones polinomiales. Cuando el gréfico comienza a partir del
origen y las curvas son abiertas (o que no se cierran sobre si mismas,
como en el caso de un circulo) con profusion se usa: Y = Ax™. Esta ex-
presion implicitamente evoca varias graficas conocidas llevaindonos,
por ejemplo, a una linea recta que pasa por el origen (con m = 1y
A = constante, por lo que: y = Ax); a una parabola con vértice en
el origen (y = Ax?, con A= constante y m = 2) o a una hipérbola
equilatera con los ejes como asintotas (y = Ax’!, con A= constan-
te y m = -1). Lo mismo se cumple para cuando m es fraccionaria
(por ejemplo, sim = 1,2, es una parabola con el eje +X como eje de
simetria). En caso de que las curvas estén desplazadas del origen, es
necesario acudir a métodos mas generales, principalmente las regre-
siones cuadréticas del método analitico y/o estadistico para obtener
la ecuacion general del polinomio; por ejemplo, para una pardbola
cuyo vértice no esté en el origen, es preciso encontrar la ecuacion: y =
AXx? + Bx + C, con: A, By C, constantes por determinar (esto se vera
mas adelante).

*  Las exponenciales y logaritmicas. Las expresiones del tipo expo-
nencial son del tipo: y = Ae*, con x que puede ser positiva o negativa,
y A = constante® las funciones logaritmicas son de la forma y = A
log x, con A = constante. Este tipo de relaciones aparecen de mane-
ra natural en los estudios de decaimiento y crecimiento exponencial,
sobre todo en decaimiento radiactivo y poblaciones.

*  Las relaciones periddicas. Tales como las funciones seno, coseno y
tangente. Estas relaciones aparecen en problemas que muestran pe-
riodicidad.

*  Relaciones hiperbdlicas. Tales como las funciones seno hiperbdlico,
coseno hiperbolico y tangente hiperbolica. Estas funciones aparecen
con menor frecuencia que las funciones periodicas y se relacionan con
las funciones exponenciales mediante las expresiones:

. _e_e” e ge” _e*—¢e*_sinhx
sinhx= ===, coshx = —7 tanh x ==~ T & coshx
Suelen aparecer en la teoria de difusion del calor, y en general, en mu-
chos problemas de las ecuaciones diferenciales parciales.

En suma, podemos argtiir que si nuestro deseo es encontrar (o vali-
dar) la relacién existente entre variables experimentales, acudamos al uso
del método que mas nos guste o convenga, pero haciéndolo con la mayor
formalidad posible. No hay que olvidar que la teoria es un juez severo que
escrutard, sin el menor remordimiento y con la mayor minuciosidad posible,
nuestro procedimiento para emitir un juicio imparcial que confronte y vali-
de, orechace, los resultados que hemos obtenido.

Enfoquemos ahora nuestra atencién en el método grafico y los requi-
sitos que impone para obtener una buena gréfica.

4.2 Tablas de datos

En términos generales admitimos como buena costumbre, por comodidad
e inteligibilidad, presentar las mediciones de un experimento en forma de
“Tabla’ que, por convencion, sigue las siguientes reglas:

8  Debe ser claro que de la expresion para las relaciones polinomiales puede obtenerse la relacién para
ex na _ e In ax

las expresiones exponenciales, recordando que: a* =
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*  Los datos deben aparecer en columnas que registran los valores co-
rrespondientes a las variables experimentales; en el caso mas simple,
una de las variables sera la variable independiente mientras que la
otra asumira el rol de variable dependiente.’

*  Tradicionalmente, la primera columna se destina para la variable
independiente. Se sugiere mostrar los pares de datos en columnas
adyacentes porque esto posee la enorme ventaja de que, casi inme-
diatamente, se visualiza de qué manera se relaciona la variable de-
pendiente con la variable independiente; esto brinda rdpidamente,
digamos que casi “a ojo de péjaro”, informacion del fenémeno que se
esta investigando."

*  Seexige como requisito indispensable para la presentacion de los da-
tos que el primer renglon de la tabla sea destinado para los nombres
o simbolos de las variables experimentales y que vayan acompanadas
por el error de escala (a menos que se especifique lo contrario al ha-
cer la relatoria del experimento), asi como de las unidades en que se
midieron.

*  En caso de que el error de escala sea constante, inicamente debe
aparecer en el primer renglon, para agilizar la lectura de los datos;
en caso contrario, cada dato o lectura ird acompariado por su error
respectivo.

*  Serecomienda también que los datos del primer renglon aparezcan
en negritas o, en su defecto, que el renglon tenga un color diferente al
de los demas renglones.

*  De la misma manera, es un buen habito que las tablas de datos se
acomparien de una leyenda que dé razon de los datos tabulados.

Las Tablas IV y V exhiben una presentacion tabular tipica de resulta-
dos experimentales.

Tabla IV. Relacién entre la masa y el volumen del agua. (La columna iz-
quierda representa la variable independiente mientras que la columna de-
recha sera para la variable dependiente. Note que el error de escala, que per-
maneci6 constante durante las mediciones, nada mas aparece en el primer
rengl6n).

V0.5, cm® m=0.5,¢g

11.0 10.5
21.0 20.5
30.5 31.0
40.0 39,5
50.0 50.0
59.5 60.0
70.0 70.5

9  Mantenga presente lo que significan los términos: variable independiente y variable dependiente;
en caso de duda, consulte las referencias 8 y 14 que aparecen en la bibliografia; en ellas, el tema se
desarrolla de una manera excelente, con un tratamiento claro y sencillo.

10 Anteriormente (vea Ejemplo 4, pag, 29) se present6 una tabla analoga, dejando a criterio del lector
lalectura e interpretacién de la misma. Nétese que en dicha tabla se omite el error de escala que, por
convencién, debe aparecer asociado a toda medicién.
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Tabla V. Relacion entre el voltaje y la corriente en un resistor. (Note que
en el primer renglon solo aparecen indicados los simbolos del error de es-
cala, mientras que los valores de éstos aparecen asociados a las respectivas
lecturas. En el caso presente, dado que el multimetro es digital, la forma de
cuantificar el error es provista por el fabricante, tomando: para 8I: 1.5% de la
lectura =2 en el ultimo digito, mientras que para 8 V- 0.8% delalectura =1 en
el ultimo digito. En ambos casos se redonded la cifra resultante).

(I+=d) A (V=W V
0.16 = 0.003 1.00 = 0.01
0.33 = 0.005 210 = 0.017
0.51 = 0.008 3.01 = 0.025
0.70 = 0.011 420 = 0.034
0.87 = 0.013 5.10 = 0.05
1.05 £ 0.016 6.01 = 0.048
1.23 = 0.019 7.00 = 0.06
1.40 = 0.022 8.02 %= 0.064

4.3 Cémo graficar

Las graficas de un experimento, mas que entelequias mudas y frias, son ins-
trumentos tedrico-visuales pletoricos de significado que proporcionan, bien
sea por un vistazo superficial o por una inspeccién detenida y minuciosa,
mads informacién que muchas palabras. La construccién de una grafica es
algo bastante simple, tal como lo hicimos continuamente en la materia de
geometria analitica y probablemente, mucho antes; para ello, requerimos:

*  Laintroduccion de un sistema coordenado, usualmente, el plano car-
tesiano que consta de dos lineas rectas mutuamente perpendicula-
res que tienen un origen comun." Estas rectas continuas se conocen
como Eje x (eje horizontal o eje de las abscisas) y Eje y (eje vertical
o eje de las ordenadas); el sistema coordenado recibe el nombre de
sistema coordenado bidimensional rectangular; el punto de inter-
seccion recibe el nombre de origen y se representa con la letra O.

*  Elsentido positivo del Eje x es hacia la derecha y el sentido positivo
del Eje y es hacia arriba. La positividad de los ejes suele representar-
se por una cabeza de flecha. Esta orientacion, hay que decirlo, no es
estrictamente necesario y la positividad la fija la persona que grafica,
aunque, también debe satisfacerse que la perpendicularidad entre los
ejes debe mantenerse.

*  Los ejes coordenados dividen el plano en cuatro regiones llamadas
cuadrantes, y estan numeradas como: [, I I, y IV. En el cuadrante ],
las coordenadas x y y de un punto Pcualquiera (denotado: P (x, y))
son: x>0y y > 0; enlaregion I, las coordenadas de Pson: x < Oy y

11 Recordemos que el sistema coordenado permite establecer una correspondencia biunivoca entre los
pares ordenados de numeros reales y los puntos de un plano.



II

> 0; en el cuadrante I1], las coordenadas xy y de P son ambas ne-
gativas, y en el cuadrante IV las abscisas de P son positivas, pero las
ordenadas son negativas, es decir: x > Oy y < 0 (veala Figura 10.a).
Todo punto P (x, y) se ubica en el plano trazando dos lineas respecti-
vamente paralelas a cada uno de los ejes coordenados; el punto queda
especificado por la interseccién de estas lineas. El numero X esla abs-
cisa, o coordenada x, de P: el nimero y es la ordenada, o coordenada
y, de P (vea Figura 10.b).

El punto P (x, y), al ser ubicado en el sistema coordenado recibe el
nombre de grdfica del par ordenado de numeros reales (x, y).

I P(x,y)

II

(@)

v

(b)

Figura 10. Sistema coordenado. (a) Sistema coordenado rectangular. O es el origen del
sistema. La cabeza de flecha indica la positividad del eje. (b) Gréfica de un punto P (X, y).

4.4 Reglas para graficar en papel milimétrico

Dotar a las gréficas de significancia plena exige —como con las tablas de da-
tos— normatividad y consenso; la comunidad cientifica admite que una bue-
na grafica se apega a las reglas siguientes:

La grafica debe ocupar una hoja completa, es decir, la curva debe abar-
car toda la hoja. Usualmente se grafica en papel milimétrico, que es
una hoja tamario carta graduada por el fabricante y cuya precision es
un milimetro (de ahi el nombre), aunque la grafica puede ser en cual-
quier papel donde estén bien indicadas las escalas (de hecho, con el uso
constante de la computadora, la realizacion de la grafica —graficacion—
se ha simplificado; existen varios programas de computo que permiten
graficar estética y facilmente, sobra decir que el paquete predetermina
la escala de la grafica).

La variable independiente debe aparecer en el eje de las abscisas (Eje
x) y la variable dependiente en el eje de las ordenadas (Eje y).

La escala asignada a los ejes de la grafica debera concordar con el nu-
mero de datos (tener en cuenta el grado de aproximacion de los datos).
Senalar con claridad la division de los ejes. Es aconsejable usar es-
calas equidistantes (es decir, que la separacién entre los valores an-
tecedente y subsecuente sea del mismo tamario) y que aparezcan
multiplos que sean facilmente divisibles.

Para cada eje, y en los espacios en blanco fuera de las escalas, deben
aparecer, con mayusculas, el nombre de la variable (o pardmetro) con
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unidades. Sino desea escribir el nombre de la variable, es forzoso que
aparezca su simbolo y, entre paréntesis o separada por una coma, sus
unidades.

En algunos casos pudiese ocurrir que el minimo valor graficable de una
variable esté muy retirado del cero; si tal es el caso, la interseccion delos
dos ejes representard el origen de coordenadas (vea la Figura 11).
Ubique cada par ordenado en la grafica. Cada punto debe aparecer
encerrado por un circulo, o bien, el punto sera el centro de una cruz;
tanto el circulo como los brazos de la cruz representan las incerti-
dumbres de la medida (vea la Figura 11).

En caso de que deban aparecer varias curvas en la misma grafica, se
considera buena costumbre usar circulos, elipses, cruces, cuadrados,
tridngulos, o cualquier otro simbolo para los puntos de la segunda,
tercera, cuarta, etc., curvas. Esto evita confusiones y brinda la posibi-
lidad de distinguir cuando los puntos de una curva estan muy juntos
alos dela otra.

Incluya una leyenda en la parte inferior de la grafica; en ella debe es-
pecificarse qué se grafica o a quién se refiere la grafica.

Por ultimo, se considera buena costumbre incluir la ecuacién de la
curva —por la informacion que brinda— en la parte superior de la gra-
fica o enlaleyenda de la misma (vea la Figura 11).
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Figura 11. Gréfica en papel milimétrico. Aqui, a manera de ejemplo, se exhibe

la relacién (lineal) existente entre la corriente eléctrica y la diferencia de poten-

cial en un resistor (los datos aparecen en la Tabla V). La ecuacién de la recta es

V=(5.581)I+ 0.195, V.

4.5 Reglas para graficar en papel logaritmico (log-log)

Un método util para encontrar la relacion entre dos variables que in-
tervienen en un experimento consiste en graficar sobre papel logaritmico
los valores medidos de xy de y, o bien, graficar en papel milimétrico log,y
versus log,x, aunque graficando en papel logaritmico es mas simple. Este
tipo de papel es ampliamente usado cuando la grafica de los datos en papel
milimétrico no es una recta, sino que tiene forma de parabola o hipérbola;
el papel permite efectuar de manera implicita un cambio de variable para
linealizar la curva que aparece en el papel milimétrico y posibilita, ademas,
obtener la ecuacién empirica del experimento.

Las reglas para graficar en papel logaritmico son similares a las reglas
que se imponen a las graficas en papel milimétrico. S6lo que, el papel loga-
ritmico, conocido simplemente como papel log-log, consta —como el papel
milimétrico— de dos ejes graduados en escala logaritmica, que forman el sis-
tema coordenado y permiten ubicar la posicion del logaritmo de los valores
que se desean graficar; la graduacion del papel se da en décadas o ciclos, que
van de 1 a 10, aunque hay que sefalar que la base del papel debe corres-
ponder a la base de los logaritmos que se van a trabajar. El papel comercial
maneja la base 10, por lo que debemos tener en cuenta que, al graficar, el
ciclo distante mas alejado a la interseccion de los ejes corresponde a posi-
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ciones de numeros que son mayores por un factor de 10 con respecto a sus
correspondientes del ciclo inmediato anterior. Visto graficamente para un
eje, tendriamos:

Figura 12. Escala logaritmica de un eje del papel [0g-10g. Se muestran tres ciclos;
por ejemplo, el primer ciclo corresponde a las unidades (de 1 a 9); el segundo ciclo es
para las decenas (de 10 a 90) y el tercer ciclo corresponderia a las centenas (de 100 a

900).

En la Figura 12 claramente se distinguen tres ciclos; el primer ciclo va
de 1210 donde, el 1 correspondiente al segundo ciclo representa la posicion
del log,,10 mientras que el digito 1 del tercer ciclo representa el log,,100.
Debe ser claro que estos valores dependen de los valores que deseemos ma-
nejar en la gréfica; por ejemplo, supongase que deseamos graficar valores cu-
yos logaritmos se encuentran entre 10y 10 000, entonces al 1 del primer
ciclo le asignariamos el valor de 10 (que en realidad es el log,,10), el 1 del
segundo ciclo seria 100 (o log,,100) y el 1 del tercer ciclo seria 1000 (o
log,,1000), por lo que el 1 del probable cuarto ciclo corresponderia al 10
000 (o su respectivo logaritmo). Asi, para el primer caso (cuando nuestra
escalavade 1 a 1000), si deseamos ubicar el log,,70, nos situamos sobre el
numero 7 del segundo ciclo y a partir de alli nos moveriamos verticalmente
hacia arriba (sobre el eje y, que en realidad seria el eje log,,y) hasta encon-
trar el valor deseado para y; el lector debe percatarse de la afirmacién que
hicimos lineas arriba de que el procedimiento para graficar en este papel es
enteramente andlogo al que desarrollamos al graficar en papel milimétrico,
aunque debemos ser conscientes de que en realidad graficamos el logaritmo
base 10 del valor de las variables sobre el papel. Actualmente, la graficacion
en papel log-log puede omitirse, pues los programas de computo simplifican
enormemente este proceso al graficar directamente los logaritmos (log,) de
las variables. Sin embargo, con intencién de familiarizarnos con la grafica-
cion en papel log-log, en la Figura 13 se grafican los datos obtenidos en un
experimento de caida libre de un balin de acero.

Tabla VI. Datos obtenidos en un experimento de caida libre de un balin de
acero. Con estos datos se obtendra la Figura 13.

(t £ 0.0005) s (y £0.05) cm

0.158 12
0.229 22
0.256 32
0.298 42
0.326 52
0.367 65.1
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Figura 13. Grafica en papel 10g-10g (de 33 ciclos) que muestralos datos de un ba-
lin en caidalibre. Note el comportamiento de las escalas; se grafica: tenlas abscisasy y
en las ordenadas. Los parametros se manejan adimensionalmente. La grafica muestra
el valor aproximado de la pendiente de la recta.

4.6 Grafica en papel semilogaritmico

El papel que conjunta el papel milimétrico y el papel logaritmico es el papel
semilogaritmico, coloquialmente llamado papel semilog; este tipo de papel
consta de un eje graduado en milimetros y otro con una graduacion de la es-
cala logaritmica, que forman entre si un sistema coordenado, por lo que las
reglas para graficar en este papel son enteramente analogas a las de la gra-
ficacién en hojas de papel milimétrico y logaritmico. Tal como ocurre con
el papel logaritmico, comercialmente la escala logaritmica empleada es de
base 10 (la base del papel), aunque, en términos més amplios y de acuerdo a
las necesidades del experimentador, la escala puede graduarse en una escala
‘base a". Naturalmente, la base logaritmica comienza a partir del namero 1,
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mientras que la escala milimétrica empieza en cualquier namero definido
por el usuario, aunque es habitual empezar del 0. En este papel la ubicacion
delos puntos se lleva a cabo de manera similar a como lo hacemos en el papel
milimétrico o en papel log-log. Por ejemplo, se desean graficar los siguientes
datos en papel semilog;

Tabla VIL.- Algunos datos experimentales correspondientes al enfriamien-
to del agua conforme trascurre el tiempo. Con estos datos se obtendrd la
Figura 14.

(t+0.5) min (T+05)°
0.0 93.0
20 88.0
40 81.5
6.0 76.5
80 73.0
10.0 69.0
120 66.0
140 64.0
16.0 61.5
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Figura 14. Gréfica en papel se mi-log (de 4 ciclos) que muestra los datos del en-
friamiento del agua al transcurrir el tiempo. Note el comportamiento de las escalas.
Se grafica: tenlas abscisas y Ten las ordenadas. Los parémetros se manejan adimen-
sionalmente. La grafica muestra el valor aproximado de la pendiente de la recta y la
ecuacion experimental.

4.7 Grificas mas empleadas en la experimentaciéon

De manera reiterada hemos sostenido que la experimentacion, cuyo susten-
to es la observacién y meticulosa cuantificacién de los eventos naturales, es
el lado empirico de la ciencia que tiene como objetivo generalizar los resul-
tados para construir modelos y establecer leyes y teorias que, finalmente,
gobiernen el acontecer natural; simultdneamente, hemos mencionado que
de nuestro edificio tedrico podemos aventurar hipétesis que confrontamos
con larealidad; precisamente, este quehacer inductivo—deductivo constituye
la columna vertebral de la ciencia.

Por su importancia en la experimentacién, la graficacion es un ele-
mento esencial para el andlisis y exégesis de los resultados experimentales
que exhibe, sea explicitamente o sin hacerlo detalladamente, el comporta-
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miento y posible relacién que guardan entre si las variables experimentales,
permitiendo inferir —a veces mediante inspecciones someras— el comporta-
miento de datos deseados que no aparecen en la grafica. Las graficas son em-
pleadas con demasia en todos los dmbitos de la vida en sociedad; lo mismo se
usan en la investigacion, la educacién o la industria, que en el sector de ser-
vicios. Son infaltables en el mundo actual. Es comtin ver el manejo de histo-
gramas, graficos circulares y las graficas de dispersion dentro de los andlisis
estadisticos; o bien, las curvas de calibracién y los nomogramas dentro de los
laboratorios de investigacion, ensenianza y manufactura; e igualmente, las cur-
vas empiricas, principalmente en los centros de investigacién y los centros de
ensenanza. Canales Ramos sintetiza y agrupa las graficas en cuatro grupos, y
a pesar de no ser nuestro interés principal, no estd por demas mencionarlas;
estas graficas son: 12

a)  Grdficas o curvas de calibracién. Gréficas que muestran el registro
de valores observados para unos pocos puntos asociados a la calibra-
cién de un instrumento de medicién. Los puntos pueden no ajustarse
a alguna curva continua, en cuyo caso los puntos adyacentes se unen
mediante segmentos de recta. Estas graficas se emplean al descono-
cerse la relacion matematica exacta de las variables experimentales.
Permiten hacer correcciones a las lecturas que deben reportarse. Son
ampliamente usadas en quimica (vea la Figura 15).
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Figura 15. Curva de calibracion que exhibe el potencial de ionizacion del benceno ex-
puesto a luz ultravioleta. La respuesta lineal de la sustancia depende de la concentra-
cién. (Tomado de: http://www.bvsde.paho.org/tutoriall/e/monimedi/index html).

b)  Nomogramas. Son gréficos que se emplean para evitar los célculos
numeéricos de una funcién complicada.’® En estas graficas, uno selec-
ciona el valor de una de las variables y lo localiza en el eje correspon-
diente; se sigue por una curva paralela al otro eje hasta cruzar con la
curva que da la relacién entre las variables. A partir de la interseccion
se sigue por una curva paralela al primer eje hasta intersecar el segun-
do. En esta interseccién se da el valor requerido que corresponde al

12 Aquisélo damos sus principales caracteristicas. Si se desea profundizar, puede consultarse el manual
del maestro Canales op. cit.

13 Los casos mas simples son los nomogramas relativos a la conversién de unidades o los de la Ley de
Reciprocos (por ejemplo, para lentes, resistores en paralelo o capacitores en serie, entre otros). Con
mayor propiedad, un nomograma es “[...] un instrumento grafico de calculo, un diagrama bidimensional
que permite el cémputo grafico y aproximado de una funcién de cualquier nimero de variables. En su
concepcién mas general, el nomograma representa simultdneamente el conjunto de las ecuaciones que
definen determinado problema y el rango total de sus soluciones [...]" (https://es.wikipedia.org/wiki/
Nomograma).
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valor de la variable del primer eje (veala Figura 16). Todos los nomo-
gramas siguen este procedimiento. Los hay de dos o tres sistemas
de coordenadas y no necesariamente rectangulares.

50
40

30

o 20

T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80

1 1 1
Figura 16. Nomograma para obtener la relacion: — =-—+-— con X, y y Z

cantidades fisicas. En el presente caso, y para una lente delgada)lf)ositiva: la distancia focal
resulta ser de: f = 21 cm (en la diagonal) sila distancia objeto, S, = 56 cm (en el eje de las
ordenadas) yla distancia imagen es, aproximadamente: S;= 33 cm (en el eje de las absci-
sas), cosa que puede verificarse mediante el uso de la calculadora (ya que: i _ i " i)
(El gréfico se tomo de: https://es.wikipedia.org/wiki/Nomograma). jc So Si

¢) Curvas tedricas. Permiten visualizar de manera mas o menos
rapida —lo ideal es que explicitamente muestren— la relacién
tedrica existente entre las variables; esto es, los valores de las
variables' se obtienen por una sustitucion de valores arbitra-
rios en una expresién matematica que expresa la relacion teo-
rica. Tales curvas obedecen a ecuaciones matematicas conoci-
das. Este tipo de gréficas se utilizan con el objeto de hacer una
comparacion entre los resultados experimentales y los que
provienen de bases tedricas. Un ejemplo de este tipo de grafi-
cas lo ilustra la Figura 17.a, donde se muestra la relacién entre
el periodo de un péndulo (P) respecto al periodo virtual (P,); P
depende de la amplitud de las oscilaciones (medidas en grados)
del péndulo mientras que P, es independiente de ellas.**La cur-
va continua en color rojo muestra la relacion tedrica, mientras
que las demds son curvas empiricas (ajustadas). Otro ejemplo
mds comun aparece en la Figura 17.b, donde se muestrala curva

14 Sean dependientes o independientes. En el caso de estas dltimas, y conociendo los valores de las
variables dependientes, lo que se puede hacer es despejar y sustituir valores.

15 Recordemos que el periodo de un péndulo es una serie infinita de términos; en el principio virtual,
esta serie se trunca y sélo se considera el término constante. (Vea §2.4, pdgina 21).
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tedrica para la caida libre (en condiciones ideales) de un balin
de acero y los datos recolectados (los datos corresponden a la

Tabla VI).
() (b)

160
Exacta 20 /

0

T T T T T T T T T
90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
tiempo (s)

Figura 17. (a) Curva tedrica para el periodo de oscilacién de un péndulo (en rojo).
(Tomado de http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/pendulo2/pendulo2.
htm). (b) Curva tedrica (linea continua) para la caida de un cuerpo bajo condicio-
nes ideales. En azul aparecen algunos datos recolectados en la Tabla VI (Grafica en
Microsoft Excel).

d) Curvas empiricas. No se conoce la relacién exacta entre las
variables experimentales, aunque el objetivo del experimento
y de la grafica es ése: encontrar la relacion matemdtica apro-
ximada entre ellas. En estas graficas, la curva debe pasar por
el mayor numero de puntos y dentro de los intervalos
de incertidumbre; los puntos se unen mediante segmentos de
recta, obteniéndose una curva continua que corresponde a una
relacion empirica, que no es més que aquella curva que se ob-
tiene a partir de datos empiricos, pero sin usar base teérica
alguna. Una de estas curvas se muestra en la Figura 18.

160
90 '
80
70
60
50 »
40 i
30 s
20
10 *

) 0.2 0.3 0.4 0.5

Variable t

Variable y

Figura 18. Curva empirica. La gréfica es con los datos de la Tabla VI.
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4.8 Curvas y sus ecuaciones

Previamente hicimos una mencion somera de las curvas que aparecen con
mayor frecuencia en la graficacion,'® a la vez que senalamos, grosso modo y
en términos generales, las expresiones matemdticas que las caracterizan; no
obstante, vale la pena recalcar una vez mas su uso. La curva més simple y de
mayor uso en el andlisis grafico es la recta,'” usdndose la ecuacion punto y
pendiente para la ordenada, es decir:

y=mx+b
(45)

donde b= ordenada al origen (valor de y cuando x = 0); m = pendien-
te de la recta, obtenida a partir de los puntos: A(x, y,) y B(x,, y,), donde
Y=Y,

X=X

(46)

Cabe recordar que la ecuacion (45) también puede obtenerse de la
ecuacion punto y pendiente, pues tomando cualquier punto P(x, y) sobre
la recta que pasa por Alx,y)y B(x,, y,).y posiciondndonos en el punto Alx,
y,), tendremos que, efectivamente m estara dada por la ecuacion (46), asi
que tendremos:

Y-y, =mxx)=

y=mx+(y,-mx)=mx+b
(47)

donde hemos hecho que: b = y, - mx,, que es la ordenada al origen,
pues six = x, = 0, resulta que: b = y,, y por tanto, de (47): y = b.

La siguiente curva en importancia es la relacién cuadratica del tipo
parédbola. La ecuacion de la parabola con su eje de simetria paralelo al Eje Yy
vértice de coordenadas V (h,k) en cualquier punto del plano cartesiano esta
dada por:

(y-k=AX-hy
(48)

donde h, k y A son constantes (caracteristicas de cada parabola).’®
Cuando el eje de simetria es paralelo al Eje X, la ecuacién de la parébola ad-
quiere la forma:
(x-h=A(y-ky
(49)

16 Ver§4.1.

17 De hecho, siempre pretendemos linealizar cualquier grafico, es decir, buscamos cémo convertir una
curva a una linea recta, y para ello, hacemos cambios de variable. Tristemente, esto no siempre es
posible.

18 Eneste caso, el vértice de la parabola esta en V (1, k). Ahora bien, tal vez el lector est acostumbrado

aver la expresion de la forma: (X — h)? = 4p(y - k), donde 4 p =lado recto; si es asi, note que en
1

la expresion (48), N E Lo mismo sucede con la ecuacién (49).
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Ahora bien, si el vértice de la parabola se encuentra en el origen de
coordenadas, es decir, cuando h = k = 0, tenemos que las ecuaciones (48) y
(49) se reducen a:

y=Ax*> y x=Ay’
(50)

En el mismo talante encontramos la ecuacién de una hipérbola con
centro en C (h, k) y vérticeen V(h = a, k) dada por:

e A
v -R= A x=h o

donde A es una constante caracteristica de la hipérbola.*® Note que
si el centro de la hipérbola coincide con el origen de coordenadas, h = k = 0,
se tiene el caso particular de una hipérbola equildtera, y la expresion (51) se
reduce a:
y= % ,x=0
(52)

Asi, y por simplicidad, estos tres tipos de curvas pueden representar-
se por la relacion polinomial mencionada en la seccién (4.1), es decir:

y=AX" 6 (y-k =Ax-h"
(53)

donde debe ser claro que:
. si m= 1, se tiene la ecuacién de una recta ((y - k) = A(x - h));

J sim=2 ¢ m= 1,2 setiene la ecuacion de una parabola

(y-R=Ax-h? 6 (y-k=Ax-hn),y

*  sim=-1,setiene una hipérbola equilatera

A
(y—k)=(x_h),x—h¢0.

También, como se menciond lineas arriba, un grupo adicional de cur-
vas frecuentes dentro del andlisis grafico esta conformado por las exponen-
ciales. La ecuacion anéloga a la expresion polinomial para estas curvas seria:

y = Aa¥
(54)

con: A, k'y a constantes que caracterizan la curva, y k una constante
que se introduce para incluir las exponenciales positivas crecientes y decre-
cientes o negativas, pues si k >0, la exponencial es creciente, mientras que

19 Nuevamente, al igual que con la expresién de la pardbola, no debe haber problema alguno pues la
ecuacién (51) es el caso particular de una hipérbola cuya ecuacién canénica esta dada por
w-h? -k,
T~ 7 32 = ‘;dehecho, (51) es la expresion de una hipérbola equildtera colocada sobre
el pfano coordenado con los ejes coordenados como asintotas y ubicada en los cuadrantes I y III; en
este caso, se satisface que para un punto P (X, ¥) dela curva, las distancias d1 y dz alas dos asintotas
serérA‘ X‘ y ‘ y|, respectivamente, por lo que: d1 dz = | X| ‘ y| = XYy = constante = A, por lo que:

==
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si k <0,la exponencial es decreciente. La constante a se denomina base de la
exponencial y se relaciona con la base e del logaritmo natural (o neperiano)
mediante: a* = €X' (vea nota a pie 8). Note también que en x= 0, y = A, por
lo que Aresulta ser la ordenada al origen, es decir, la curva interseca al eje de
las ordenadas en el punto (0, A).

Estas son, pues, las curvas mas simples y mayormente empleadas en
el analisis grafico.

4.9 La recta en papel log-log

Cuando a partir de un conjunto de datos como los de la Tabla VI construi-
mos una grafica en papel milimétricoy obtenemos unalinea curva —en este
caso, una pardbola— inmediatamente buscamos linealizarla para hallar de
una manera 4gil y sencilla la relacién empirica que existe entre las variables.
La manera de convertir la pardbola en linea recta es mediante un cambio
de variable empleando logaritmos,” cosa que logramos al graficar los datos
recolectados en papel log-log** correspondiendo el eje de las abscisas al lo-
g,,X (que es la variable independiente) y el eje de las ordenadas ala variable
dependiente (log,,y)(vea la Figura 19).

— [ ]
N
g .
X ° ~_Adogy
~ m= A(log x)
[ )
[ )
[ ]
[ ]
b |+
Xx(=log x)

Figura 19. Grifica en papel [0g-10g. Se muestran la pendiente y la ordenada al

origen.

El paso siguiente es hallar la ecuacion de la recta que aparece en el
papel log-logy para ello, procedemos tal y como lo hacemos en la geometria
analitica, es decir, tomamos dos puntos P,(x,, ¥,) y P,(x,, y,)sobre larecta
para obtener la pendiente m, asi:*?

20 Recordemos que los logaritmos aparecen como un método de resolucion expedita de calculos com-
plicados, y que sus propiedades son muy interesantes, destacindose: log Xy = log x + log.y,
lods =log.x-log,y, log x™=mlogx, conx >0,y >0, M unnimeroreal yalabase del
logaritmo. Asi, si graficamos en papel milimétrico y obtenemos una curva cuya potencia es 2, al aplicar el loga-
ritmo y graficar los valores resultantes en papel milimétrico (0 al graficarlo directamente en papel logaritmico),
obtendremos como gréfica (logaritmica) unalinea recta. Esa esla utilidad y fortaleza del papel logaritmico.

21 Hay que hacer notar que se puede trabajar [0g , siendo indistinto en qué base logaritmica se trabaje.
Asimismo, y en el caso del papel comercial, no olvide que la base (del papel) es 10.

22 Para obtener la ecuacién de la recta, aqui hacemos este desarrollo con animos didécticos en
concordancia con la geometria analitica, aunque después recurriremos a una regresién lineal
(Método de los Minimos Cuadrados).
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Yo~ X1

X=X
(55)
ahora, empleando la ecuacién punto y pendiente, tendremos:
Y-y, =mX-x)
(56)

donde, de acuerdo a nuestra gréfica: y, es el log,,y,, y lo mismo suce-
de para todos los valores que aparecen en las ecuaciones (55) y (56). Ahora
bien, estamos acostumbrados a ver la ecuacion de la recta en la forma expre-
sada por la ecuacion (47), y claramente, de (56) podemos obtenerla; asi pues,
hagamoslo usando —por tnica vez— la notacién en que se ven involucrados
los logaritmos que, por comodidad, seran los que aparecen en la base del pa-
pel aunque, en términos generales, pueden ser de cualesquier base. Entonces,
si P(x. y) es un punto cualquiera sobre la recta, de (56) obtenemos:

log,,y - log,,y, = m (log,,x - log, ,x)) =
log,,y = mlog, x - mlog, x, +log,y,
= log,,x™ + (log,,y, - log,x,")

= log, x™ + o
10 (57)

donde o (= log,,y,- log, X, es un nimero que se ha obtenido de
datos conocidos (dado que P(x, y,) es conocido). Ahora bien, fijandonos en la
ecuacion (57), notamos que ésta parece la ecuacion de una recta, a pesar de que
dellado izquierdo de la igualdad hay un logaritmo y el primer término del lado
derecho (de la igualdad) también es logaritmico, pero o no lo e, asi que para
homogeneizar la ecuacion en términos de los logaritmos —y para que la ecua-
cion no se altere— aplicamos el logaritmo y el antilogaritmo de o (no olvide que
a es un escalar) y, llamando A = Antilog, jo. = 10°, (57) queda como:

log,,y = log,,x™ + log,,(10%) = log, ,x™ + log, ,A 58)
58

- log,,y = log, (Ax™),
por lo que claramente se obtiene que:
fii ¥ = Axm I

que es la ecuacion polinomial que vimos anteriormente (ecuaciéon
53), con h =0 = k; evidentemente, esta ecuacién es independiente de cual-
quier base logaritmica.

Ahora bien, para abreviar el trabajo de obtener la ecuaciéon empirica
de la curva, notemos que (57) casi es de la forma y = mx + b, por lo que,
llevandola ala ecuacion (58) y después comparandola con y= mx+ b, encon-
tramos que y = log, ¥, mx = log, . x™y b = log, ,A; asi que si tenemos la gré-
fica de una recta en papel log-log, inmediatamente caemos en la cuenta que
la ordenada al origen nos dara el término A de la ecuacién polinomial, pues

23 No olvide que en papel log-log estamos graficando el logaritmo del dato, por lo que (55) es, en

log, y,-log, .y
realidad m = M; lo mismo vale para la ecuacion (56).

log, x,-log, x,
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b = log,, A implica que 10 = A

. A=10°
(59)

donde b es la interseccion de la recta con el eje y (que en realidad es
el log, ).

Caso digno de mencion es cuando no podemos obtener A de la grafi-
ca, pues la ordenada al origen no aparece explicitamente (en la gréfica); para
hallar dicha constante, y habiendo encontrado la pendiente de la recta, m,
recurrimos a otra estrategia: utilizamos la ecuacion polinomial y un punto
conocido, llamémosle P(X Y), sobre la recta ajustada; de esta manera, al sus-
tituir el dato en la ecuacion, tendremos:

Y =AX"

por lo que:
Y
A=%m

(60)

ylarelacion (53) (con h = k =0) quedaria finalmente, después de sus-
tituir (60), como:

Y
y = Ax"= (ﬁ) X
(61)
V (x, y) sobrelarectay Xy Yvalores conocidos.

Ejemplo 12. Consideremoslos datos dela Tabla VI paralarecta en papel log-
log que aparece en la Figura 13. En la gréfica es dificil decir dénde se encuen-
tra la ordenada al origen, por lo que aplicaremos las ecuaciones (56) y (61)
para encontrar la ecuacién del experimento. Encontramos entonces que si to-
mamos dos puntos sobre la recta, digamos P, (0.256,32) y P, (0.436,90.8),
la pendiente my la ordenada al origen A serian, aproximadamente:

A=22 y o log,90.8 - log, 32 =1.96
log,0.436 — log,,0.256

Dado que no tenemos el valor de A, encontrémosla mediante (61),
es decir:

90.8  _
G a3gis = 462.05

At
™

donde tomamos P, (0.436,90.8) como dato conocido e hicimos el
ajuste de acuerdo a los datos que graficamos, es decir, tomamos T en vez de
X como dato (conocido). Por tanto, la ecuacion (empirica) de la curva seria

y=462.050%

que es aproximadamente la ecuacion de una parabola (el modelo de
caida libre nos indica que la ecuacion (ideal) deberia ser:

y= % gt® = 490.5¢2 Por tanto, nuestro experimento es aceptable).
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Debemos serialar en este instante que es frecuente, ademdas de muy
conveniente, encontrar los valores de la pendiente y la ordenada al origen de
la gréafica en papel log-log mediante una regresion lineal (que se vera pos-
teriormente) para tener la ecuacién de la recta expresada en la forma y =
mx + b, haciendo tnicamente los ajustes necesarios sustituyendo y (en la
ecuacién de la recta) por el log,,y y haciendo lo propio con x (es decir, sus-
tituyéndola por el log,  X); una vez hecho esto, realizamos el procedimiento
como en (58) para arribar a la ecuacion polinomial (ecuacion (53)). Inclusive,
y empleando las técnicas computacionales, podemos ahorrarnos este traba-
jo, pues en la computadora es viable realizar, sin demérito alguno, casi todos
los calculos y gréficas que queramos, ahorrando tiempo, dinero y esfuerzo.
Ejemplifiquémoslo enseguida.

Ejemplo 13. En un experimento de caida libre de un balin de acero se re-
colectaron los datos para las variables ty y mostrados en la Tabla VI (por
comodidad, se omiten sus unidades y sus incertidumbres asociadas). Si se
recuerda, con estos datos se obtuvo la Figura 13 y su respectiva ecuacion. En
este momento, nuestra intencion es aplicar herramientas computacionales
como apoyo del andlisis grafico para obtener la relacion matematica entre
dichas variables. El an4lisis se llevo a cabo en Microsoft Excel.

Tablas de datos VI. Se muestran los datos recolectados y la tabla de sus

logaritmos.

t y log10(t) log10(y)
0.158 12 -0.801 1.079
0.221 22 -0.656 1.342
0.256 32 -0.592 1.505
0.298 42 -0.526 1.623
0.326 52 -0.487 1.716
0.367 65.1 -0.435 1.814
0.436 90.8 -0.361 1.958

Dela Tabla de Datos ala izquierda notamos a simple vista que la rela-
cion entre ellas es no-lineal, por lo que tomamos el logaritmo base 10 de cada
dato para graficarlos en papel normal (que es como si graficaramos en papel
log-log); estos valores aparecen a la derecha de la tabla de valores para ty y.
Asi, las graficas respectivas son:
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70
60

Variable y

40 X
30 x

20
10 *

0 o1 0.2 0.3 0.4 0.5

Variable t

Figura 21. Gréfica de las variables ty ). Claramente se observa que la relacién no

es lineal.
2.5
a 2
= - 1.5
— [
>
§ 1
~= log,, (y)=2.0648 log, (t) + 2.7117
0.5

log,, (O

Figura 22. Grafica de los logaritmos base 10 de las variables ty ). Se muestra la

ecuacion de la recta.

De la Figura 22, la ecuacion de la recta resulto ser:
log,,y =2.0648log,,t + 2.7117

de donde se desprende, después de redondear y reordenar, y por (52),
que

log,,y = log,, (10>7)2°7) = log, ,(512.86*°7)

s y=512.86£0
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que es la ecuacién empirica solicitada** El lector puede constatar que
los resultados para la variable y difieren poco de los valores obtenidos al
aplicar la ecuacién empirica a los valores de la variable t%

4.10 La recta en papel semilog

Como el papel log-log, el papel semilog permite cambiar de variable direc-
tamente al graficar en él los datos experimentales toda vez que en papel mi-
limétrico obtuvimos una curva exponencial. El procedimiento para hallar la
relacion empirica entre las variables es semejante al que llevamos a cabo para
encontrar la ecuacion de la recta en papel milimétrico o en papel log-log; es
decir, si al graficar en papel milimétrico y ajustar los datos a una curva, ésta
resultd ser una (funcién) exponencial, entonces graficamos los datos direc-
tamente sobre papel semilog para obtener una recta. La manera de con-
vertir la exponencial en linea recta es, nuevamente, empleando logaritmos
como nuestro cambio de variable indicado, por tal motivo, graficamos los
datos recolectados en papel semilog, correspondiendo el eje de las abscisas
alavariable x y el eje de las ordenadas a la variable dependiente log,y (vea
la Figura 23).

~ [ ]
PN
S .
o A(log y)
~ 2 M="Ax
[ ]
[ )
[}
[ J
b _le

X

Figura 23.- Recta ajustada en papel semilog. El eje de las abscisas consta de una esca-
lalineal, mientras que el eje de las ordenadas es de escala logaritmica.

24 Probablemente el lector recuerde que la ecuacién obtenida en el Ejemplo 9 es distinta a la que se da
en este ejemplo, aun cuando los datos son los mismos. Cabe senalar que en aquel ejemplo sélo se
tomaron 2 puntos, y la ecuacién resultante fue de Y = 462.05"%. En el caso presente, la expresion
Y = 512.86 1> se obtuvo considerando todos los datos. Ahora bien, no hay que perder de vista que
el modelo de un cuerpo en caida libre —tomando el valor de la aceleracién de la gravedad: g = 981
cm/s’ da como resultado y = 1/2 gt* = 490.5¢ en cm. Note que la aproximacion de las dos
ecuaciones aqui obtenidas son bastante buenas, pues el coeficiente presenta, en el primer caso, un
error porcentual de 5.81%, y en el segundo el error es de 4.56%. Andlogamente, para el primer caso, el
exponente presenta un error de 2.0%, aproximadamente, en tanto que para el segundo caso el error
es de 3.5% solamente.

25 Hay que dejar bien claro que cuando el exponente no es un entero, llegar a una ecuacién simple es
dificil. En el caso aqui ejemplificado el exponente no es 2, por lo que si pretendemos encontrar una
ecuacién cuadrética de la forma: y = AX* + Bx + C con A, By C constantes, hallar el vértice y el
lado recto de la parabola es sumamente complicado. Por tal motivo, siempre acudimos a la ecuacién
empirica, que a fin de cuentas nos conducira a un modelo tedrico.
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Encontremos, mediante un procedimiento anélogo a los que hemos
desarrollado en esta seccion, la ecuacion de la recta —y su significado— en el
papel semilog. Para ello, supongamos que la recta ajustada es parecida a la
de la Figura 23, y que la recta interseca el eje y (que en realidad es log, )
en el punto (0, b); luego, para obtener la ecuacion de la recta en la forma y =
mx + b, consideremos dos puntos sobre ella, digamos: P,(x,, log, y) y P,(x,
log,,y,), y consideremos también P (x, [0g,,y), un punto cualquiera (sobre
la recta ajustada); asi, tenemos que la pendiente de esta recta estara dada por:

log,y,~log,y,  A(logy) .o

X, = X, A x

(62)

por lo que para obtener la ecuacion de la recta tendremos:

log,,y - log,,y, = m (x-x)=
log,,y = mx - mx, +log, )y,
=mx+f

(63)

donde hemos hecho que

B =1log,,y, - mx,

(64)

es un numero conocido (dado que P (x, log, y,) es un punto conoci-
doy m ya se conoce). Asi que al despejar y de la ecuacion (63) obtenemos:

y =10 tm+pH=10m10°
..y =B10™
(65)

donde queda claro que hemos aplicado las propiedades de los expo-
nentes y que:

B=10°
(66)

Debe ser claro que las ecuaciones (65) y (66) son para un caso par-
ticular, dado que hemos estado trabajando en el logaritmo base 10, por ser
la base del papel comercial; sin embargo, si manejaramos el logaritmo en
cualquier otra base —digamos base a—, los ecuaciones (65) y (66) deberan
modificarse, quedando como

y = Bamx

67)

y

B=a’

(68)

con

B=1logy, - mx

(69)
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Ahora bien, note que si tomamos, en cualquier base, P (x, log,y,
adecuadamente para encontrar la ordenada al origen, tendremos que P (x,
logy)="P(0, logy)=D,porloque b =log,y, cosa que concuerda con las
ecuaciones (64) y (69).

Ejemplifiquemos esto.

Ejemplo 14. Suponga que se ha realizado un experimento donde se obtu-
vieron los datos que se muestran en la Tabla de datos VIIL

Tabla de datos VIIIL Datos recolectados en un experimento dado. Se busca
la relacion empirica entre las variables.

(t = 0.5)min (T £0.5)°

0.0 93.0
20 88.0
40 81.5
6.0 76.5
80 73.0
10.0 69.0
120 66.0
140 64.0
16.0 61.5

El lector inquisitivo ya se percatd que esta tabla es la Tabla de Datos
VII con que se obtuvo la grifica en papel semilog. La Figura 14 muestra la
recta obtenida y su ecuacion, aunque lo hace en base 10, por ser la base del
papel. Hagamos ahora el proceso para llevar la ecuacion resultante a logarit-
mos naturales y, consecuentemente, a exponenciales.

Para ello, ubiquémonos en la recta de la Figura 14 y tomemos dos
puntos sobre ella, siendo éstos:P (2, log, ,88)y P,(16, log, 61.5).

X
Ahora bien, sabemos que log x = 7——, por lo que la pendiente es-
) . Ina
tard dada por:

In 61.5 In 88
m = log,61.5 - log, 88 _In10 " Ini0 __ 0.0111

16 -2 16 -2

luego, para obtener la ecuacién de la recta (mediante: y - y, = m (x -

Xl)):
log,,T-1og,,88=-0.0111(t-2)=
InT
nio- " 0.0111 (t - 2) + log,,88

--0.0111¢t+0.0222 + log,,88

=-0.0111t+ 1.9667
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asi que
In T=(-0.0111t+1.9667)In 10 = -0.0256¢ + 4.5285
. T= e—0.0256t+4.5285= 926195 e—0.0256t'

Por tanto
T=92.62 e 0026t oC,

que es la ecuacién empirica.

Ejemplo 15. Ahora, acudamos al soporte que nos brinda la computacién
para verificar que la ecuacion anterior (y que aparece también en la grafica
de la Figura 14) es muy cercana a la que se obtiene cuando se consideran
todos los puntos.

Encontremos la relacion empirica entre las variables tiempo, t, y
Temperatura, T, echando mano a un paquete de cémputo que simula la
graficacién de tales variables en papel semilog, y en el que consideraremos
logaritmos naturales en vez de logaritmos base 10; asi, utilizando Microsoft
Excel tendremos que (para facilitar la lectura transcribiremos la Tabla VII
que aparece en la pdgina 72 y su respectiva tabla de logaritmos naturales):

Tabla de datos VII Datos recolectados en un experimento dado. Se busca
la relacion empirica entre las variables. En la tabla izquierda, los datos origi-
nales; en la tabla derecha, los logaritmos naturales de T

t (min) T (°C) t (min) In(T)
0 93 0 453
2 88 2 4477
4 81.5 4 4401
6 76.5 6 4337
8 73 8 429
10 69 10 4234
12 66 12 419
14 64 14 4159
16 61.5 16 4119
|
5 10 15 20
t (min)

Figura 24. Gréfica que muestra la curva ajustada (con su ecuacién) de los datos de

la Tabla de Datos VIIL La curva no es una recta, sino una exponencial decreciente.
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4.5
4.45
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4.35 =
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. InT=-0.0261t + 4.5134

In T(1/°C)

10 15 20
t (min)

[0

Por tanto:
T=exp (- 0.026t+4.5134) = 91.233 exp (- 0.0260)

Figura 25. Grafica del logaritmo natural de la temperatura T (en las ordenadas) vs.
el tiempo € (en las abscisas). Simula la recta ajustada en el papel semilog. Note que la

ecuacion resultante aparece al pie de esta grafica, y es: T =91.233€™°%!en °C.

Note que las ecuaciones que aparecen en las Figuras 14 y 25, T =
92.6 e 00256ty T= 91.233 e 0% respectivamente, son casi idénticas
y la pequena diferencia que muestran se debe a que en el primer caso la
ecuacion de la recta se obtuvo solo de dos puntos, en tanto que en el se-
gundo caso (el de la Figura 25) ya contempla todos los puntos. Por tanto,
es evidente que la ecuacion de la curva obtenida en este ultimo caso es més
confiable que la obtenida en papel semilog, aun cuando las diferencias sean,
practicamente, insignificantes.
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METODO ANALITICO







Introduccién a pesar de que los métodos graficos expuestos en las secciones anteriores

son sumamente utiles para encontrar las ecuaciones empiricas de un
gran numero de experimentos (y simplificar el trabajo de obtenerlas),
desafortunadamente tienen alcance muy limitado, lo que les impide gozar
de funcionalidad, o validez, universal. En el caso de funciones que posean
mayor grado de complejidad —e incluso de algunas funciones simples—, los
métodos graficos resultan insatisfactorios. Un ejemplo bastante simple lo
proporciona una funcion del tipo:

y = Ax? + Bx + C,con A, By C constantes
(70)

Y es que, si pretendemos graficar esta funcién en papel log-log o, en
sudefecto, log,y vs. log x nos encontraremos con la sorpresa de que la gra-
fica resultante no es una recta (a menos que B = 0 = C), pues los logaritmos
no distribuyen bajo la suma, es decir: si

y = AX?> + Bx + C, entonces
log,y = log,(AX* + Bx + O)
# log Ax* + log Bx + log ,C)

Lo que muestra el ejemplo anterior es que los logaritmos tinicamente
simplifican productos y potencias, por lo que resultan ser claramente inca-
paces de simplificar funciones como la que aparece en (70) e, incluso, mas
sencillas (por ejemplo: cuando B ¢ C son cero, pero no ambos simultdnea-
mente). En consecuencia, una grafica de y vs. X resulta no lineal en papel
log-log (o al graficar log y vs. log x), debido al término x que aparece en la
ecuacion; incluso la expresion

y = AX*> + C, con Ay C constantes
es no lineal, a menos que Csea pequertia, pues en este caso, la grafica
(en log-log) tenderd a la linealidad conforme x — oo, Otro problema facil

de visualizar y que no se puede graficar en papel log-log es cuando xy y, o
ambos, toman el valor cero.
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De lo anteriormente expuesto salta a la vista las limitantes del méto-
do gréfico, por lo que, para tratar casos donde el método falla, conviene recu-
rrir al método analitico (o estadistico), del cual veremos, en este documento,
unicamente el caso de las regresiones.

5.1 Concepto de Regresion

A menudo encontramos que al tomar las lecturas de una situacion experi-
mental dada es posible vislumbrar, por ser evidente o por experiencia, una
posible relacion entre dos 0 mas variables y nuestra intencion es expresar
la relacion de marras en forma matemética, encontrando una ecuacién que
conecte las variables. Para lograrlo, el primer paso que damos, después de
recolectar y tabular los datos indicando los valores correspondientes de las
variables, es graficar. Por ejemplo, si x y y denotan, de manera respectiva,
la estatura y el peso de una persona, entonces, una muestra de n indi-
viduos proporcionaria las estaturas: x,, X, .., X, y los pesos: y,, y, ..y, La
graficacion la llevamos a cabo en un sistema coordenado —habitualmente
el rectangular— donde mapeamos los puntos ((x,, ), (x,, ¥,)..., (x, y,). El
conjunto resultante de puntos en el sistema coordenado suele denominarse
diagrama de dispersion.

El diagrama de dispersion posibilita visualizar con nitidez el com-
portamiento de los datos, conduciéndonos a intentar ajustar una curva que
se aproxime a ellos; dicha curva recibe el nombre de curva de aproxima-
cion. Por ejemplo, en la Figura 26.a se observa que los datos se aproximan
bien a una recta, asi que decimos que existe una relacion lineal entre las
variables xy y. La Figura 26.b muestra que, a pesar de que existe una relacion
entre las variables, ésta no es lineal, por lo que decimos que la relacion es
no lineal o que no existe relacion lineal entre xy y. Por su parte, la Figura
26.c exhibe un diagrama de dispersion en el que no existe relacion alguna
entre las variables.
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Figura 26. Diagramas de dispersion y la respectiva curva de aproximacion entre las
variables X y V. (a) Relacién lineal. (b) Relacion no lineal. (c) No hay relacion alguna
entre Xy Y.

El problema general de hallar la ecuacion de la curva de aproximacion
que se ajuste al conjunto de datos graficados se denomina curva de ajuste;
en la préctica, el tipo de ecuacion usualmente es sugerido por el diagrama
de dispersion. Por ejemplo, para la Figura 26.a el grafico resultante es una
recta y su ecuacion esta dada por la expresion (45), en tanto que para la Fi-
gura 26.b intentarfamos aplicar la ecuacion (70) por ser la expresion de una
parébola.
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La intencionalidad de trazar una curva de ajuste es patente: busca-
mos estimar una de las variables (generalmente la variable dependiente)
como funcién de la otra (la variable independiente); este proceso de estima-
cion recibe el nombre de regresién. Ademas, si y es estimada u obtenida a
partir de X por medio de alguna ecuacion, la ecuacion recibe el nombre de
ecuacion de regresion de y sobre X (o simplemente, ecuacion de regre-
sion),y ala curva correspondiente la denominamos curva de regresion de y
sobre X o, abreviadamente, curva de regresion.

5.2 Método de Minimos Cuadrados (MMC)

Generalmente, cuando vemos un diagrama de dispersion solemos pensar
que hay més de un tipo de curva que ajusta al conjunto de datos. Esto puede
ser cierto, empero, buscando evitar en la medida de lo posible juicios indivi-
duales y subjetivos en la construccién de una curva de aproximacion (rectas,
parabolas u otras curvas), definimos lo que se conoce como “la mejor curva
de ajuste” (es decir: “la mejor recta de ajuste’, “mejor pardbola de ajuste”,
“la mejor hipérbola de ajuste”, etc.). Para ello, consideremos la Figura 27,
enla cual los datosson (x,, ), (X,, y,).., (x,, ¥,). Paraun valor dado de x, por
ejemplo x,, habra una diferencia entre el valor medido y, y el valor y corres-
pondiente sobre la curva C: esta diferencia, denotada por dy conocida como
desviacion, error o residuo, puede ser positiva, negativa o cero. De modo
similar, y para cada uno de los valores x,, x, .., X, obtenemos las desviaciones
d,d,..d (también denotadas como dy,,3y, .., 8y,), correspondientes a las
diferencias entre los valores y,, y, .., ¥, y los valores de las ordenadas sobre la
curva C (como lo muestra la Figura 27).

Y A

X Y

X, Y

d,

X, Ya)

y"

Figura 27. Curva de ajuste C de un conjunto de datos. Se muestran las desviaciones

delos puntos a la curva “ajustada”.

Una medida de la “bondad del ajuste” entre el conjunto de datos y la
curva C la suministra la cantidad d2+ d2+ ..+ d2" Si la suma es pequeria, el
ajuste es bueno; en cambio, si es grande, el ajuste sera malo. Esto nos conduce
ala siguiente

1 Ellector recordard el por qué de elevar las distancias al cuadrado. Esto se vio cuando hablamos de la

desviacién estandar.
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Definicion. De todas las curvas de aproximacion de un conjunto de pun-
tos de datos dado, la curva que tenga la propiedad de que

df + d22 + .+ dﬁ = minimo

(71)
es la mejor curva de ajuste.”

Una curva con esta propiedad decimos que ajusta los datos en el sen-
tido de minimos cuadrados y se denomina curva de regresion de mini-
mos cuadrados o simplemente curva de minimos cuadrados, y al hecho
de aplicar este método para encontrar el ajuste se denomina Método de los
Minimos Cuadrados (MMC); asi, una recta con esta propiedad se conoce
como recta de minimos cuadrados, una pardbola con esta propiedad se
denomina pardbola de minimos cuadrados, etcétera.

5.3 Recta de Minimos Cuadrados

Empleemos la definicion dada en la seccién previa para encontrar la recta
que mejor ajusta al conjunto de datos, luego, de las expresiones (45) y (71)
obtengamos la pendiente m y la ordenada al origen b de la recta, teniendo
que:

y=mx+b

y, tomando la desviacién 8y, entre el valor medido y, y el valor de y
(obtenido como mx, + b) para cada valor de X, tendremos:

dy,=y,—(mx,+b)
(72)

Luego, para aplicar el criterio dado en (71) debemos derivar e igualar
a cero (recuerde que es una condicién necesaria para encontrar un minimo

0 un maximo) por lo que

2 [y,— (mx,+ D)} = minimo = M

g oM oM

IM_oy M _p

am ad

(73)
Al derivar obtenemos:
oM _ 90 [ 2] d 2
—_—=— —(mx.+b = —|y.—-(mx.+b)|=
pymlesull DI VEICARR) o Bl I CORD)
2 2(y,-(mx+b)(-x)=0
andlogamente
2 El que sea minimo entrafia el concepto de diferenciacién (o derivacién) y cémo obtener los maxi-

mos y minimos de una funcién. Recuerde que con la primer derivada encontramos la monotonia o
comportamiento de la funcién (si es creciente o decreciente), mientras que la segunda derivada nos
permite encontrar: concavidad, puntos de inflexién y maximos y minimos (relativos) de la funcién.
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% - % [Z Ly, - (mx, + b)]2] - Z% Ly, = (mx, + b)]2=

3 2(y.— (mx,+ b) (<1)= 0
que inmediatamente nos conduce a
2x(y-mx-b=0 y 2 (y,-mx,-b=0
que no es mas que’
2xy=mX2Ix2+b2x y X y=mXx+nb
(74)

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante (ecuaciones (74))*
obtenemos las ecuaciones (39) y (40), que transcribimos aqui:

n Zxy — 2x 2y

n2x2 - (Cx?) (39)

2x2 2y — 2X ZXy
- nZx? - (2x)? (40)

Estas son pues, nuestras ecuaciones de recurrencia para obtener la
pendiente de la recta y la ordenada al origen, respectivamente.

Por otraparte, sillamamos S, y S, alas desviaciones estandar de la pen-
diente yla ordenada al origen respectivamente, calculadas a partir de la distribu-
cion de distancias o diferencias 8y respecto de la mejor linea de ajuste, denotada

por S,y dada por

oy, |2
Y ln-2
entonces S, y S, resultan ser:
n 1/2
mY e — (=x)?
y
2 1/2
S,=S, |——-—
1 nEx2 - (Ex)?

que son las expresiones (41), (42) y (43) que anteriormente vimos.®

3 Note que por simplicidad hemos utilizado =X, £y, £XY v £X? en vez de: X2 YL 2 Xy,

i [
y 27 _ X7 respectivamente. A partir de aqui emplearemos, por comodidad, esta abreviatura en la
notacién.

4 Este sistema de ecuaciones se resuelve facilmente utilizando, por ejemplo, la Regla de Cramer o,
si se quiere, cualquier otro método (igualacién, sustitucién de variables, etc) de los que se ven al
resolver sistemas de ecuaciones.

5 Vea seccién 3.9.
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Una manera alternativa, y sencilla, de obtener los resultados anteriores
es la siguiente: asumamos como valida la definicion de que la recta que mejor
aproxima al conjunto de datos (x,, ¥,), (X,, ¥,)..., (x,, ¥,) tiene como expresion:

y=mx+b

donde hay que encontrar las constantes my b al solucionar el siste-
ma de ecuaciones

Sy=m3 x+bn

Sxy=mYy x*+by x
(75)

conocidas como las ecuaciones normales para la recta de minimos
cuadrados.

Las ecuaciones normales, (75), pueden recordarse facilmente si se
observa que la primera ecuacion se obtiene formalmente sumando ambos
lados de la ecuacién (45), mientras que la segunda ecuacion (de (75)) es ob-
tenida después de multiplicar (45) por X, y sumando después. Légicamente
esta no es una derivacién de las ecuaciones normales sino sélo un medio
para recordarlas.

Asi pues, resolviendo el sistema de ecuaciones dado por (75), ob-
tenemos los valores de my b, dados por las expresiones (39) y (40), y vistos
lineas arriba.

5.4 Parabola de Minimos Cuadrados

Las ideas vertidas en la seccién anterior se amplian facilmente. Como
ejemplo, la parabola de minimos cuadrados que ajusta un conjunto de pun-
tos muestrales esta dada por la ecuacion (70) que, por conveniencia y para
simplificar los célculos, reescribiremos en forma de un polinomio creciente
(ordenado del término independiente al término elevado a la potencia n-
ésima), es decir:
y=a+ bx + cx?
(76)

donde g, by ¢ son constantes que hay que determinar; mediante un

procedimiento equivalente al empleado para obtener la recta por minimos
cuadrados (MMC), obtenemos las ecuaciones normales:

Dy=na+bXx+c2x
Dxy=aX x+b2Xx+c2x

2Xy=aX2x+b2x3+c2xt
(77)

Estas ecuaciones, al igual que en el apartado anterior, se obtienen
formalmente sumando ambos lados de (76) después de multiplicar sucesi-
vamente por 1, Xy X?, respectivamente.
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Para encontrar la ecuacién de una pardbola mediante este método,
bastard encontrar los valores de a, by cresolviendo el sistema de ecuaciones
(77) y sustituyendo tales valores en la expresion (76). Asi, aplicando este
método simplificador, encontramos facilmente la ecuacién empirica de una
parédbola. Ilustremos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16. Deseamos obtener la ecuacién de la curva para un experimen-
to dado, en el que se obtienen los desplazamientos de una particula en fun-
cién del tiempo. Los datos aparecen en la Tabla IX.

Tabla IX Se muestran los desplazamientos de una particula conforme
transcurre el tiempo.

t(s) 0.5 10 2.0 30 5.0 6.0 7.0 9.0 10.0

y (cm) 3.0 4.5 5.5 6.8 7.7 7.0 6.5 44 31

Para aplicar las ecuaciones normales (73), calculemos las sumas (o suma-
torias) de los términos que aparecen involucrados en tales expresiones. Asi, si
realizamos los computos apoyandonos en una tabla (como se ilustra en la Tabla X,
donde, adecuando las variables al experimento —un tiro parabdlico— hicimos que t =
X,y, envez de X usaremos y) buscando con ello simplificar el trabajo y no perdernos
en las operaciones aritméticas, tendremos (omitiendo el manejo de las unidades):

Tabla X. Célculos para encontrar la ecuacion empirica asociada a los datos

dela Tabla IX.

i 2 Q2 i ty t2y
3.0 025 013 0.06 1.50 0.75
45 1.00 1.00 1.00 450 4.50
55 4.00 8.00 16.00 11.00 22.00
6.8 9.00 27.00 81.00 20.40 61.20
7.7 25.00 125.00 625.00 38.50 192.50
7.0 36.00 216.00 1296.00 42.00 252.00
6.5 49.00 343.00 2401.00 45.50 318.50
44 81.00 729.00 6561.00 39.60 356.40
3.1 100.00 1000.00 10 000.00 31.00 310.00
Sy = 3 = 3 = St = Sty = Py =

48.5 305.25 2449.13 20981.06 234.00 1517.85

Puesto que n =8, las ecuaciones normales (dadas por la ecuacion 77)
se convierten en:
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9a +43.50b + 305.25¢c = 48.50
43.50a + 305.25b + 2449.13¢c = 234.00
305.25a + 2449.13b + 20981.06¢c = 1517.85

Al resolver el sistema de ecuaciones (utilizando el paquete Matlab
5.3) encontramos que los valores de las constantes es, respectivamente:®

a=2.4433,b=1.9418y c=-0.1899

Por lo tanto, al sustituir estos valores en la expresion (76), obtene-
mos que la ecuacion empirica del movimiento esta dada por:

X =2.4433 + 1.9418¢ - 0.1899¢
(78)

Claramente, y de lo aducido, esta expresion (ecuacion (78)) no puede
obtenerse empleando logaritmos (como cambio de variable) asociados a las
técnicas de graficacion. Por eso recurrimos al método analitico. Ahora bien,
para verificar que la ecuacion encontrada es correcta acudamos a las técnicas
computacionales, usando, nuevamente, Microsoft Excel. Para ello, reescriba-
mos en la manera convencional (forma vertical) la Tabla IX para graficar los
datos, quedandonos como se muestra en la Figura 28.

t(s) y(cm) 9
0.5 3 8
| s ; y = —0.1898x* + 1.9415x + 2.4439
6
2 5.5 rg s
3 68 T 4
5 7.7 3. =
6 7 2
1
7 6.5 0 : : : : : .
2 4 [ 8 10 12
9 44 (@
10 3.1

Figura 28. Graficacién de los datos de la Tabla IX. Observe que la ecuacién que apa-

rece en la gréfica es la expresion (78), solo que aquélla utiliza redondeo de las cifras.

Claramente observamos que la ecuacién que proporciona Excel es
igual que la ecuacion (78), jy claro! jEsto era lo que esperabamos! Asi que
podemos sentirnos con plena confianza de que las ecuaciones asociadas a
las graficas (ecuaciones empiricas) pueden obtenerse bien sea utilizando téc-
nicas computacionales —que cada vez son mas utilizadas por su rapidez y
eficiencia— o hacer el trabajo en forma rudimentaria y artesanal. Dicho de
otra manera: una computadora agiliza la obtencion de las cosas, pero carecer
de ella no debe ser obice o pretexto para llevar a cabo el trabajo, pues éste lo
podemos realizar arrastrando el lapiz, con plena certeza que los resultados
que obtengamos seran los mismos —excepto quiza por las cifras significa-
tivas— que los obtenidos empleando recursos tecnologicos mas avanzados.

6 Vea el Apéndice A.
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La manera en que encontramos la regresion cuadrética da pie para
generalizar el método a una regresién multiple que incluya més variables;
asi, si tenemos que la variable dependiente, digamosle z, es funcién de las
variables x y y, independientes entre si (es decir: z= Fxy), y sila relacion
es lineal y tiene la forma’

Z=a+bx+cy
(79)

(denominada regresion de z sobre x y y, o mas brevemente, plano
de regresion), entonces, al aplicar el MMC a (79) se obtienen las ecuaciones
normales:

Zz=na+b2x+c2y
2 xz=a 2 x+b2x+c2xy

2yz=aXZy+b2xy+c2)?
(80)

Y el trabajo se reduce a solucionar el sistema de ecuaciones (80). Esta
forma de extender la regresion a funciones mdas complejas es facil de recor-
dary dellevar ala practica; por ejemplo, para llegar a (80) a partir de la expre-
sion (79), inferimos que debemos multiplicar por 1, X y y, respectivamente,
y sumar (es decir, considerar la sumatoria). Para el caso de ecuaciones aun
mas complicadas, como aquellas que representan superficies tridimensiona-
les (esferas, elipsoides, paraboloides, sillas de montar, etc.), se procede de la
misma manera.

En suma, ha quedado de manifiesto que el método analitico es el mé-
todo mas eficaz dentro del &mbito experimental, a pesar de que puede no ser
tan llamativo como el método grafico. No obstante, su eleccion para trabajar
con él es potestad tnica y exclusiva del experimentador y nadie podra repro-
charle nada. Y eso, también es parte del quehacer cientifico.

7 Note que es la ecuacién de un plano. Por dicho motivo esta regresién se denomina plano de regresion.
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Apéndice A. Solucién del sistema de ecuaciones

9a + 43.50b + 305.25¢c = 48.50
43.50a + 305.25b + 2449.13¢c = 234.00
305.25a + 2449.13b + 20981.06¢c=1517.85

que aparece en el Ejemplo 16 empleando el paquete de cémputo Mat-
lab 5.3. Este sistema se resolvera por teoria de matrices, pues sabemos que
si A es una matriz cuadrada(nx n) y X es una matriz de nx p, entonces, del
sistema AX = Bresulta que Bes una matriz de nx p. Ahora, si A es no singular,
es inversible, por lo que la matriz solucién estd dada por X= A" B. Asi pues,
tenemos que:
i, Seintroducen las matrices de coeficientes y la del vector solucién:

9 43.5 305.25 48.5
A= 43,5 305.25 2449.13 y B=| 234
305.25 2449.13 20981.06 1517.85|’

a
dado que X = [b]
c

Asi, en Matlab se introduce:
A =[9435305.2543.5 305.25 2449.13; 305.25 2449.13 20981.06]
Lo que el paquete regresa como:
A=
1.0e+004 "
0.0009 0.0044 0.0305
0.0044 0.0305 0.2449
0.0305 0.2449 2.0981
ii. Seintroduce B
» B =[4852341517.85]
B-
1.0e + 003"

0.0485 0.2340 1.5178
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iii. Se obtiene la transpuesta de B (para que el producto de matrices sea
valido). Esta matriz se llamé C.

»C=PB
C-
1.0e + 003"
0.0485

0.2340
15178

(Note que C en realidad es el vector solucion del sistema de ecuaciones
dado, al que antes de introducir al paquete de cémputo se le llamé B).

iv. Se obtiene lainversa de A (ala que se llam¢ D)

» D =inv (4)

D=

0.7344 -0.2984 0.0242

-0.2984 0.1729 -0.0158
0.0242 -0.0158 0.0015

v.  Se obtiene el producto de E = D * C para obtener el valor de la matriz X
»E=D"C
E=

24433
1.9418
—-0.1899

vi. Severifica que D esla inversa, pues F = A * D debe ser la matriz identi-

dad.

»F=A"D

F=
1.0000 0 0
0.0000 1.0000 0.0000
0.0000 0 1.0000

vii. Y aqui concluye la obtencién de los valores de las constantes a, b,y ¢
resultando (de 5) que:

a=2.4433, b=1.9418 y c=-0.1899
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Apéndice B. Relaciones de uso frecuente en la propagacién de errores

Error

Expresion

Error de escala

AE = P

(P = Precisién o minima lectura posible)

n (-1)? 1, noo, 1,
x;-X X
Desviacion Estandar = z - = Z L (%)?
3 n 3 n
i=1 i=1
1
- (i x)z 2
Desviacion Estandar de la muestra = Z Z - ( )2
i n-1 n-1
L
Desviacion Estandar de una distribucion rectangular o, = +03F

Incertidumbre relativa porcentual o error porcentual

- (AX) %100
S% = m

Sean X y ¥ dos valores medidos con sus respectivos errores: 0X y Oy ; los errores asociados son:

Error de una suma S

S+48S=(x+y)£(0x+dy)

Error de una resta R

REOR = (x-y) + (6x + dy)

Error de un Producto P

P+6P=(x-y)t(x-6y+y-dbx)

Error de una division D

x+6x X ox
( y#0

x-6y>
y oy )

Error de una funcién logaritmicaz = In x

ox
Zidz=lnxi?

Error de una funcién exponencial z = e*

z+ 6z =e*+e*bx

Error de una funcién Z = x"'y™,n y m enteros

_ ynym X &
z+ 6z =x"y 1i(nx+my)
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Error

Expresion

Rectas adaptadas por Minimos Cuadrados (MMC)

P o PEXY XXXy
Pendiente de la recta nz xz_(z x)z
xX’Yy-YxYx
Ordenada al origen b= 2 n szyz_é: 93:2 2
n 7,
Error de la Pendiente Om = Sy |712T(ZX)2

Error de la ordenada al origen

ZxZ 1/2

% =S sz

1
donde: S, = |Z—?:1 Syil 2S = |_Z?=1 Sy
Y n-2 y n-2

/

|1/2

y 6Y; =Y;-(mX; +b),

o bien, Y; = error de escala (en caso de permanecer constante).
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